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فصلنامۀ  آموزشی، تحلیلی و اطلاع رسانی   

borhan.dtmath2@gmail.com :رايانامه

  آشنايی با هندسه       مفهوم فناوری نانو )نانو تکنولوژی( و کاربرد آن  ترکیب توابع     

  مجموعه ها و گراف ها  تحلیل سؤالات هندسه  1 ، 2 و 3 )کنکور سراسری 1403(        

  دورۀ   سوم    پاییز     1403 48 صفحه    بها: 000´0 5  تومان

سجزی

برخی از تألیفات ریاضی سجزی
 رساله فی وصف القطوع المخروطیئ:

یک نسخه از این رساله در کتابخانة لیدن موجود است و وپکه 
قسمت مختصری از آن را به زبان فرانسوی ترجمه کرده است.

 رسالئ فی قسمئ الزاویئ المستقیمئ الخطین بثلثئ اقسام متساویئ: 
موضوع این رساله تثلیث زاویه است. یک نسخة خطی از آن در 
کتابخانة لیدن موجود است و وپکه آن را به زبان فرانسوی ترجمه 

کرده است.
 عمل المسبع فی الدائره و قسمئ الزاویئ المستقیمئ الخطین ثلاثئ 

اقسام متساویئ: 
موضوع قسمت اول این رساله محاط کردن هفت ضلعی منتظم در 
دایره است و موضوع قسمت دوم تثلیث زاویه است. یک نسخة خطی از 
این رساله در »کتابخانه خدیویه« مصر موجود است و کارل شوی آن را 

به زبان آلمانی ترجمه کرده است.
 رسالئ فی شکل القطاع:

این رساله را سجزی بعد از کتاب »النسبئ المولفئ« نوشته است، 
زیرا چندین بار در آن به کتاب النسبئ المولفئ  ارجاع داده است.

 ثبت براهین بعض اشکال کتاب اقلیدس:
یک نسخه از این رساله در »ایندیا آفیس« موجود است.

 رسالئ فی اخراج الخطواط فی الدوائر الموضوعئ من النقط المعطائ:
 این رساله مشتمل بر سیزده مسئلة هندسی است.

 رسالئ تحصیل القوانین الهندسیئ المحدودئ:
این رساله مشتمل بر یازده قضیه دربارة هندسه و مخروطات است 
 و سجزی در آن دو تألیف خود به نام های فی تعلیقات هندسیئ و

 فی خواص القطع الناقص اشاره کرده است.
 رسالئ فی الجواب عن المسائل التی سئل فی حل الاشکال المأخوذه 

من کتاب المأخوذات لارشمیدس: 
این رساله مشتمل بر پانزده مسئله هندسی است و از این رساله یک 
نسخة خطی در پاریس موجود است. سدیو مقدمه و صورت مسائل آن 

را به زبان فرانسوی ترجمه کرده است.
 کتاب فی الاجوبئ عن مسائل سألها عنه بعض مهندسی شیراز:

این رساله مشتمل بر ده مسئلة هندسی است و یک نسخه از آن 
به خط ابوسعید سجزی در پاریس موجود است.

 کتاب فی مساحئ الاکر بالاکر:
از این کتاب یک نسخة خطی به خط سجزی در کتابخانة ملی 

پاریس موجود است.
 و ...

جعفر زیدی
دبیر ریاضی 

کارشناس ارشد 
ابوسعید احمدبن عبدالحلیل سجزی از مشاهیر و ریاضی دانان سیستان و از منجمان معروف قرن چهارم هجری تاریخ علم

بوده است. وی بیشتر عمر خود را در شیراز گذراند و تاریخ تقریبی دورة زندگی اش بنا به تحقیق سوتر، بین 340 تا 415 ق 
بوده است.

ابوسعید

معاصران و نظردهندگان دربارة کارهای سجزی
 ابوسعید با ابوریحان بیرونی معاصر بوده و در دورة عضدالدوله دیلمی
نوشته است. امیر آل بویه  نام عضدالدوله،  به  را  تألیفات خود  از   بسیاری 

برخی از آثار خود را نیز به سیدامیر ابوجعفر احمدبن محمد، از امیران بلخ، 
تقدیم کرده است. بیرونی بارها در آثار خود از سجزی نام برده و راه حل هایی 

از مسائل هندسه از وی نقل کرده است.
بـیرونی در کتـاب استیعاب الوجوه الممکنئ فی صنعئ الاسطرلاب 
نوشته است: »از ابوسعید سجزی اسطرلابی از نوع واحد و بسیط دیدم 
 که از شمالی و جنوبی مرکب نبود و آن را اسطرلاب زورقی می نامید. او را 
به جهت اختراع این اسطرلاب تحسین بسیار کردم.« بیرونی در این کتاب سه 
نوع اسطرلاب ساخته شده توسط سجزی به نام های شقایقی، آسی و زورقی 

را شرح داده است.

توصیفی از آثار ریاضی ابوسعید سجزی
از آثار سجزی مشخص است که ایشان در هندسه بسیار زبردست بوده 
زمان سجزی  تا  است.  کرده  مخروطی  قطوع  تقاطع  دربارة  تحقیقاتی  و 
ریاضی دانان مسئلة تثلیث زاویه را با روش هندسة متحرک به وجهی تقریبی 
حل می کردند، ولی سجزی این مسئله را به کمک روشی کاملًا هندسی، 
یعنی تقاطع یک دایـره و یک هـذلولی متسـاوی القطرین، حل کرد و آن را 

»روش هندسة ثابت« نامید.
از سجزی حدود 38 کتاب و رساله می شناسیـم که حدود 20 کتاب آن 
در مسائل ریاضی و بقیه دربارة احکام نجوم است. مجموعة خطی از کتاب ها 
و رساله هـای سجزی به دستخط خـودش که در شیراز استنسـاخ کرده، 
در کتابخانة ملی پاریـس به شمارة 2457 موجود است. سـجزی در کتاب 
المدخل الی علم الهندسه می گوید در سیستان ابزار عظیم و مهمی ساختم.

..................................................................................................................................................................................................... ۝منابع 
1. قربانی، ابوالقاسم، )1375(. زندگی نامة ریاضی دانان دورة اسلامی. انتشارات مرکز نشر دانشگاهی. تهران. چاپ پنجم.

2. قربانی، ابوالقاسم، )1350(. ریاضی دانان ایرانی از خوارزمی تا ابن سینا. انتشارات مدرسه عالی دختران. تهران. چاپ اول.
3. گلیپسی، چارلز کلستون )1366(. زندگی نامة علمی دانشوران. ترجمة احمد بیرشک و دیگران. انتشارات علمی و فرهنگی. تهران.
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ضرب‌ماتریس‌ها

لطفاً
‌‌‌‌روزِ‌بی‌ریاضی
‌‌‌نداشته‌باشیم.

ریاضیات‌‌یک‌صفحه‌ای

 توابع هموگرافیک

 

را در نظر بگیرید.

 fog ترکیب

 

حال ماتریس های A و B را که از ضرایب f و g به دست می آیند، 
در هم ضرب کنیم.

 

 

 یعنــی AB، خودش ماتریــس ضرایب نظیر در fog اســت. 
 این شــاید بهانة ضــرب ماتریس ها به این صورتی که هســت، 

بوده باشد.
 )بـا مطالعـــة کتـاب ارزشمند ریاضیدانـــان نـامی، نـوشتـة

ار یک تمپل بل، ترجمة حسن صفاری، این موضوع به ظهور رسید.( 

حال برای 
 

fof (x) را بیابید. 

برای اســتفاده از ضرب ماتریس ها در پیدا کردن ترکیب توابع 
هموگرافیــک، می توانید توابع درجــه اول را هم به این صورت 

وارد کنید: 
  

با ماتریس ضرایب 
 

حالا با فرض

 

 

بیابید موارد زیر را: 
fog )الف
goh  )ب

  hogof )ج 
fofofof  )د
                     

آموزش و علم«  �« 
 در

»�آیات و احادیث«

حکمت و دانش، رسول اکرم )ص( :
 

گمشده افراد با ایمان است.

﴿ �آداب تعلیم  و تربیت / ص 195﴾

 امام علی )ع( :

در نکوهش جهل،

همین کافی است که جاهل خود را

آن تبرئه می کند. از �

ضاٴ / ص40﴾
﴿ المحجة البی

امام علی )ع( :

ت علم، همین بس که 
در شراف

 
آن را نمی داند،  که �

کسی 
 

آن را  آن می شود و اگر � مدعی �

 
به او نسبت دهند، شاد می گردد.

ضاٴ / ص40﴾
﴿ المحجة البی

بنویسسید؛ زیرا شما نمی توانید  امام صادق )ع( :

 
جز با نگارش، دانش را حفظ 

 

و از �آن نگهبانی کنید.
﴿ غررالحکم / 482﴾

‌با‌نهایت‌تأســف‌و‌تأثر‌درگذشت‌دانشمند‌فرهیخته‌و‌
استاد‌گرانقدر‌و‌بسیجی،‌شادروان‌دکتر‌ابراهیم‌ریحانی‌
را‌بـه‌جامعـة‌ریـاضی‌کـشور‌و‌خانـواده‌معزز‌ایشـان،‌
تسـلیت‌عرض‌نموده‌و‌برای‌ایشـان‌مغفرت‌الهی‌و‌برای‌
‌بـازمانـدگان‌صبر‌و‌شکیبـایی‌از‌درگاه‌خداوند‌متعـال

‌خواستاریم.
‌هیأت‌تحریریه‌و‌شورای‌سردبیری
‌مجله‌برهان‌دانش‌و‌تفکر‌ریاضی
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 مجله ریاضی برهان دانش و تفکر ریاضی، 
 از همه دبیران ریاضی، دانش‌آموزان 

 و علاقه‌مندان به ریاضی در زمینه‌های زیر 
دعوت به همکاری می‌کند:

 نگارش مقاله‌های کاربردی ریاضی
)کاربرد در زندگی روزمره و علوم دیگر(

 نگارش مقاله‌های کمک‌آموزشی )منطبق با سرفصل‌های 
کتاب درسی ریاضی دوره متوسطه دوم(

 طرح معماها و جدول‌های ریاضی
برای  آن‌ها  به‌همراه حـل  مسابقه‌ای  مسـائل  طرح   

دانش‌آموزان
 نگارش مقاله‌های خواندنی ریاضی، مانند تاریخ ریاضیات، 

لطیفه‌های علمی و آموزشی و ...
 تهیه گـزارش از مـدارس موفق و مصاحبه با دبیران و 

دانش‌آموزان موفق.

 لطفاً در مقاله‌های ارسال شده :نکات زیر را در نظر بگیرید
 مطالب یک خط در میان و در یک روی کاغذ نوشته و 

در صورت امکان تایپ شود.
 شکل قرار‌دادن جدول‌ها، نمودارها و تصاویر پیوست و 

در حاشیه مطلب نیز مشخص شود.
 نثر مقاله، و از نظر دستور زبان فارسی درست باشد و 

در انتخاب واژه‌های علمی و فنی دقت شود.
 برای ترجمه مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقیق آن، 
به همراه ترجمه یک بند از آن، به دفتر مجله ارسال شود 
تا مورد بررسی شورای نویسندگان قرار گیرد و پس از 
تصویب مقاله، سفارش ترجمه به فرستندة مقاله داده 

خواهد شد.
 در متن‌های ارسالی تا حد امکان از معادل‌های فارسی 

واژه‌ها و اصطلاحات استفاده شود.
 پی نوشت‌ها و منابع، کامل و شامل نام اثر، نام نویسنده، 
نام مترجم، محل نشر، ناشر، سال انتشار و شماره صفحه 

مورد استفاده باشد.
 چکیده‌ای از اثر و مقاله ارسـال شـده در حـداکثر 250 

کلمه، همراه مطالب ارسال شود.
 در مقاله‌های تحقیقی یا توصیفی، واژه‌های کلیدی 

در انتهای چکیده ذکر شود.
هم‌چنین:

 مجله در پذیرش، رد، ویرایش یا تلخیص مقاله‌های رسیده 
مجاز است.

 مقاله‌های دریافتی درصورت پذیرش یا رد، بازگشت داده 
نمی‌شود. 

صلنامۀ  آموزشی، تحلیلی و اطلاع رسانی
ف
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حرفاول
سخن دبیر شورا

بهترین علم و میوة آن چیست؟
امیرالمؤنین علی )ع( می‌فرمایند:

‌»بــر شــما باد به طلب علم، زیرا طلب علم واجب اســت، علم مایة پیوند میــان برادران و راهنما
به مروّت و جوانمردی اســت، تحفة مجالس و همنشــین در مســافرت و مایة انس و رهایی از تنهایی،
‌ در غربت است1 «.

آری عزیزان دانش‌آموز، طلب علم و »دانش‌آموزی« وظیفه‌ای اســت واجب و چه خوب اســت که شما 

به این واجب و انجـام آن توجه خاص مبذول داشته تا از عواقب خوب آن نیز بهره‌مند شوید. آیا هر علمی 

و طلب آن علم را می‌توان وظیفه واجب شمرد و چه علمی ره‌گشا و نجات‌دهنده است؟ جواب این سؤال 
را نیز از زبان امام علی‌)ع( بشنویم که می‌فرمایند: 

»بهترین علم، آن علمی است که به‌وسیلة آن راه رشد و هدایت را اصلاح کنی، و بدترین علم، علمی 
است که توسط آن آخرت خود را تباه گردانی2«.

‌حال این ســؤال پیش می‌آید که فایدة‌ این علم، همان که مولا علی )ع( آن را بهترین علم نامید چیســت؟ ایشان می‌فرمایند: 
»نتیجه و فایدة علم و دانش، نیکوکاری است3«.

یعنی مـیوة درخـت علم، عمل نیک اسـت و ایـن میوه به ثـمر نمی‌رسـد جـز بـا زحـمت و صـبر و استقـامت
‌

در راه کسب علم و رسیدن به بالاترین درجات آن ‌که در این زمینه نیز امیرالمؤمنین علی )ع( می‌فرمایند: 

»ای جویندة علم! عالم و دانشمند حقیقی دارای سه علامت است: دانایی، بردباری و سکوتِ به‌جا و به‌مورد4«

آیا شــما نیز دارای این ویژگی‌ها می‌باشــید؟ آیا هدف از علم‌آموزی را همان‌گونه که امامان ما علیهم‌السلام 

‌تشــریح نموده‌اند، در پیش‌رو دارید؟ آیا با افزونی علم در خودتان احســاس قدرت می‌کنید یا ضعف یا هر دو،
‌هر کدام در جـهتی؟ حـرف اوّل را با سخنی از پیـامبر اسـلام )ص( به نقل از ولی و وصیّ بر حقشـان علی )ع(

به پایان می‌بریم:

‌»کســی که علم را برای خدا طلب کند، به هیچ بخشــی از آن نرسد مگر شکسته نفسی‌اش بیشتر،
‌و فروتنی‌اش در میان مردم زیادتر و خداترسی‌اش افزونتر و جهد و کوشش او در دین بیشتر شود،

و این است آن کسی که از علم و دانایی برخوردار است، پس )تا می‌تواند بیشتر( بیاموزد5«

والسلام ـ حمیدرضا امیری

 	     2 . غرالحکم / فصل 29، حدیث 75 1 . بحار الانوار / ج 1، صفحة 183

		     4 . الحیاه / ج 2، ص 310  3 . غررالحکم حرف )غ(
5 .  کنزالعمال / ج 10، حدیث 29384
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آموزشي
 محمدحسن گورانی

دسه
هن

آشنایی
با

 قضیه مثلائوس: نقاط N ،M و P واقـــع بر یـک خـط، 
 به‌ترتیب بر‌اضلاع AC ،BC و AB قرار دارند. آن‌گاه:

 
A

M

P

N

CB

 شکل )الف( .......................................................................

A

M

P N

CB

 شکل )ب( .........................................................................

 اشاره:   دوستان و یاران گلم گرامی سلام!. 
باز هم آرزوی سلامتی برایتان دارم و پائیز بهاری را از خداوند برایتان خواستارم.

از ســری قبل اثبات و بررسی برخی از قضیه‌های مهم هندسه را با هم شروع کردیم که این بار هم می‌خواهیم این موضوع را ادامه 
دهیم و »قضیه مثلائوس« را با هم اثبات کنیم.

»در اســاطیر یونان، شاه اسپارت، پسر آترئوس، بردار‌آگاممنون، شوهر هلن و پدر هرمیونه، با کمک بردار خود، تونستس را از تخت
                          سلطنت بر کنار کردند. مثلائوس، پس از جنگ نزوا با هلن به اسپارت بازگشت و تا زمانی که زئوس او را به الوسیوم

                                           منتقل کرد در آرامش زیست. محل دفن او هم احتمالاً در بخش جنوبی یونان است«.
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برهان:  با توجه به شکل )الف( می‌توان نوشت:

 

پس می‌توان نتیجه گرفت:

 
	

‌بـا تـوجه بـه ایـن‌کـه  
و  پس: 

و در نتیجه: 

همان  در مورد شکل )ب(، فقط زاویه‌ها تغییر می‌کند و در آخر به‌
نتیجه می‌رسیم.

)عکس قضیه منلائوس(

 AC ،BC به‌ترتیب بر اضلاع یا، امتداد اضلاع P و N ،M نقاط

 M آنگاه سه نقطه
  

و AB قرار دارند، اگر  

و N و P بر یک خط قرار دارند.

 P
N

CBM

A

M P
N

C
M

A

M

 برهان: فرض کنیم M و N و P بر یک خط واقع نباشــند N را
به P وصل می‌کنیم تا BC را در قطع کند. بنا بر قضیه منلائوس 

می‌توان گفت: 

با توجه به این تساوی و فرض مسأله می‌توان نتیجه گرفت: 

 	

با تفاضل در مخرج خواهیم داشت:

 

یعنی این‌که بر M همان اســت درنتیجه 
M و N و P بر یک استقامتند.

 تذکر مهم: اگر برای سه نقطه با شرایط قضیه داشته باشیم 

 BN ،AM آنگاه سه پاره‌خط 

و CP همرس هستند.

 1 مثال 
قضیه سوا را به کمک قضیه منلائوس اثبات کنید.

برهان:

 
B

P N
O

CM

A

P

CMB

NOP

A

	
 

مورب

مورب
در هم ضرب

 

 2 مثال 
در هر مثلث نیمسازهای زوایای خارجی امتدادهای اضلاع مقابل 

را در سه‌نقطه واقع بر یک خط راست قطع می‌کنند.



....
....

....
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....
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....

....
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....
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....
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از:

اندیشه
تفریح
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....
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....
....

....
....

....
....

....
....

....
....

....
....

....
....

... 
از:

برهان:

 

CD

A

E

F

B

 CF و BE ،AD با توجه به خواص نیمسازها برای سه نیمساز
	می‌توان نوشت.

 

D و E و F   بر یک خط‌اند   

اکنون بــه کمک آنچه در دو مجله اخیر بــا هم بخث کرده‌ای 
تمرینات زیر را حل کنید تا در شماره بعدی با هم آن‌ها را حل کنیم.

1 ثابــت کنید در هــر مثلث نیمســازهای دو زاویه خارجی

با نیمساز زاویه داخلی دیگر همرسند.

2 ثابت کنید اگر روی اضلاع مثلثی، مثلث‌های متساوی‌الاضلاع 

بســازیم، خطوطی که رئوس مقابل را به هم وصل می‌کند 
همرسند.

AC و امتداد ضلع BC و AB 2 خط راســتی که ضلع‌های

از مثلــث ABC را به‌ترتیــب در نقــاط E ،D و F قطع 
BF و AE ،DC می‌کند ثابت کنید وســط پاره‌خط‌های‌

بر یک خط راست واقع‌اند )خط گاوسی(
» یا علی مدد«

 جواب:   M، F، B، C و S در طبقه‌های اول تا پنجم زندگی می‌کنند. 
روش معقول حل معماهایی از این دست استفاده از جدولی ساده 

)ایتالیک( است.
هر محل واقع در ماتریس فوق مکانی ممکن برای یک خانواده 
است. هنگامی که تمام محل‌های واقع در یک‌سطر یا یک ستون، جز 

یکی، حذف شود. جای باقیمانده محلی صریح و مشخص است.
شرط A5 ،1 را حذف می‌کند. شرط دوم B1 را حذف می‌کند. C1 و 
C5 توسط شرط چهارم؛ و E3 توسط شرط پنجم. مکان‌های  B3 و 

C3 توسط شرط 6 حذف می‌شوند.
در این مرحله ضروری است که با روش آزمایش کردن اقدام شود. به‌عنوان مثال، فرض می‌کنیم B در طبقة 1 زندگی 
می‌کند. این فرضA4 ، A3 ، A2 و E1 را حذف کرده M را تنها برای طبقة سوم و در این صورت S را تنها برای طبقة 
پنجم باقی می‌گذارد. اکنون C و F نمی‌توانند، بدون به هم زدن شرط 4 با 5، در محل‌های باقیمانده قرار گیرند؛ × ی 

؟؟؟؟؟؟ در محلA1 قرار داده به‌کار خود ادامه بدهید.

طبقه
5 4 3 2 1

× A B خانوادة

× × × B C خانوادة

× × × C F خانوادة

× × D M خانوادة

× E S خانوادة

محل اقامت چندگانه
خانواده‌های B، C، F، M و S در طبقه‌های مختلف ساختمانی زندگی می‌کنند که تنها پنج طبقه دارد.

با در دست داشتن اطلاعات زیر می‌توانید بگویید هر یک در کدام طبقه زندگی می‌کند؟
B .1 در طبقة آخر زندگی نمی‌کند.     C .2 در طبقة اول زندگی نمی‌کند.

F .3 در طبقة آخر یا طبقة اول زندگی نمی‌کند.     M .4 در طبقة بالاتر از طبقة C زندگی می‌کند.
S .5 در طبقه‌ای مجاور )بلافاصله بالا یا زیر( طبقة F زندگی نمی‌کند.     F .6 در طبقه‌ای مجاور طبقة C زندگی نمی‌کند.   
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آموزشي
  محمد علی فریبرزی عراقی

مفهوم فناوری نانو 
)نانو‌تکنولوژی( و کاربرد آن

قدمت فنــاوری نانو و کاربرد آن در طبیعــت به ابتدای خلقت 
حیات باز می‌گردد. اولین شیوه حیات، موجودات تک سلولی است. 
اگــر دقیقتر وارد شــویم مولکول‌هــای DNA و RNA و ژن‌ها، 
مولکول‌هایی هستند که اطلاعات بنیادین ساختار حیات آن موجود 

زنده را به‌طور کامل شامل می‌شوند )شکل 1(. از زمانی که انسان‌ها 
به تولید مواد نانوســاختاری و کاربرد آنها در زمینه‌های مختلف ابراز 
علاقه نمودنــد بیش از دو دهه نمی‌گذرد و انتشــار مقالات در این 

موضوع نسبتاً جدید است.

 شکل 1 ..................................................................................................................................................................................

 چکیده:   فناوری نانو به واسطه ظهور نانولوله‌ها دستخوش تغییرات زیادی شده است. اندازه‌های بسیار کوچک نانولوله‌ها و همچنین 
خصوصیات مکانیکی، فیزیکی، شیمیایی، پایداری حرارتی و الکتریکی و نوری بی‌نظیر آنها باعث شده است که این مواد کاربردهای 
 گـسترده‌ای پیدا کننـد. یـکی از گـسترده‌ترین کاربردهـای مـورد استفـاده نانولوله‌های کـربنی در زیـست پزشکی،  استفاده از آن‌ها

در دارورسانی می‌باشد.
همچنین رفتار دینامیکی نانولوله‌های کربنی تحت حرکت جرم‌هایی در مقیاس نانو یا نانوذرات مورد توجه محققان قرار گرفته 
است که این امر بیشتر مربوط به استفاده از نانولوله‌ها در کاربردهایی به منظور انتقال مولکول‌ها، داروها و پروتئین‌ها و ... می‌باشد. در 

این مقاله به معرفی مفهوم نانو و برخی از کاربردهای آن پرداخته می‌شود. 
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فنــاوری نانو بــرای اولین بار در ســال ۱۹۵۹توســط ریچارد 
فاینمــن )Richard Feynman( دانشــمند دارنده جایزه نوبل 
‌مطرح شــد )شکل 2(. او در یک سخنرانی در انجمن فیزیک آمریکا
با عنوان »در ســطوح پایین، فضای زیادی وجود دارد«، سؤالاتی در 
‌زمینه کار با مواد و اجســام در ابعاد خیلی ریز مطرح کرد که ذهن
هر شنونده‌ای را به خود مشغول ساخت. وی این نظریه را ارائه داد که 
در آینده‌ای نزدیک می‌توانیم مولکول‌ها و اتم‌ها را به‌صورت مستقیم 
دستکاری کنیم. او همچنین با ذکر تفاوت علوم نانو و فیزیک بنیادی، 
پیشــنهادهایی مطرح کرد که هر چند برای افراد در آن دهه تعجب 
برانگیز و غیرممکن تصور می‌شــد، اما امروز شــاهد اجرائی شــدن 
‌بســیاری از این پیشــنهادها هستیم و با پیشــرفت روز افزون بشر
‌در زمینه علوم مختلف و تکنولوژی و همچنین دســتیابی انســان
‌به ابعاد بسیار ریز ماده، پیش‌بینی می‌گردد که تمامی پیشنهادهای او

روزی به حوزه واقعیت‌های علم بشر وارد شوند.

 
شکل 2 ..............................................................................

واژه فناوری نانو اولین بار توســط دانشــمند ژاپنی به نام نوریو 
‌تاینگوچی )Norio Taniguchi)  اســتاد دانشــگاه علوم توکیو
در ســال ۱۹۷۴بر زبان‌ها جاری شــد. او ایــن واژه را برای توصیف 
ســاخت مواد یا وســایل دقیقی که دامنه تغییرات ابعاد آنها در حد 

نانومتر می‌باشد، به کار برد.
   (Eric Drexler) در سال ۱۹۸۶ واژه نانو توسط اریک درکسلر
باز آفرینی و تعریف مجدد شــد. وی بعد از اخذ درجه استادی علوم 
کامپیوتر، با جمع‌آوری جوانان جویا و مســتعد؛ نظریه نانوتکنولوژی 
‌را بنا نهاد. اولین مقاله وی در زمینه نانوتکنولوژی در ســال ۱۹۹۸ و

با موضوع نانوتکنولوژی مولکولی به چاپ رسید.
اولین کســی بود که در ســال  ۱۹۹۱از دانشگاه MIT مدرک 

دکتری نانوتکنولوژی را دریافت نمود.
فنــاوری نانو یا نانوتکنولــوژی در ترجمه لفظ به لفظ، به معنی 
تکنولوژی بســیار کوچک می‌باشــد. که فنــآوری تغییر در خواص 
مولکولهای تشــکیل دهنده مواد اســت و به همیــن دلیل مقیاس 
‌نانو بهترین تعریف برای این تکنولوژی می‌باشــد. بشــر سعی دارد
با استفاده از فناوری نانو خواص مولکول‌ها را تغییر دهد تا وقتی که 
جســمی از این مولکول‌ها درست شود و تمام خواص این مولکول‌ها 

)و ماده اصلی( را در خود داشته باشد.
نانو کلمه‌ای یونانی به معنی کوچک اســت و برای تعیین مقدار 
یک میلیاردیم  یک کمیت اســتفاده می‌شود. چون یک اتم 
تقریباً ۱نانومتر )یک میلیاردیم متر( است، این اصطلاح برای مطالعه 

عمومی روی ذرات اتمی و مولکولی به کار برده می‌شود. 
هر ماده از ســه بعد تشــکیل شده اســت، اگر حداقل یکی از 
‌این ابعاد در مقیاس نانو باشــد، یعنی بین ۱ تا 100 نانومتر باشد(،
به آن یک ماده نانوساختار گفته می‌شود. به بعدی که در مقیاس نانو 
نباشد، بعد آزاد گفته می‌شود، زیرا هر مقداری می‌تواند داشته باشد 
بنابراین مواد نانوساختار دارای انواع مختلفی می‌باشند: صفر بعدی، 
یک بعدی، دو بعدی و سه بعدی. در شکل 3 انواع نانوساختارها نشان 

داده شده است.

سه‌بعدیدو‌بعدی

صفر‌بعدییک‌بعدی

 شکل 3 .............................................................................
نانو مواد صفر بعدی، موادی هســتند که در هر ســه بعد دارای 
اندازه نانومتری می‌باشــند و هیچ بعد آزادی ندارند. به این دســته 
نانوذرات گفته می‌شــود. عوامــل تأثیرگذار بر خــواص نانو ذرات، 
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‌جنس و اندازه نانو ذرات می‌باشــند. نانــوذرات کاربردهای مختلفی
در صنایع مختلف مانند اتومبیل )نظیر ضدخش کردن بدنه، ضدبخار 
کردن شیشه‌ها، لاستیکهای مقاوم و ...(، پزشکی )نظیر دارورسانی، 
ســاخت داروهای جدید، تشخیص علائم بیماری‌ها و ...(، تصفیه آب 
و فاضــاب، الکترونیک، امور نظامــی و ... دارند. نانوذرات می‌توانند 
بســته به کاربردشــان در اشــکال مختلف مانند کــروی، بیضوی، 
‌مکعبی، منشــوری، ستونی و ... ساخته شوند. نانوذرات ممکن است
از یک جزء تشکیل شده باشند یا اینکه ترکیبی از چند جزء )ماده( 
‌باشــند. همچنین آن‌هــا می‌توانند به‌صورت خالــص و یا ترکیبی

از چند ماده مختلف باشند.
بعد در مقیـاس نانو و یک بعد آزاد ‌نانومواد تک‌بعدی دارای دو
‌می‌باشند. نانوســیم‌ها، نانومیله‌ها، نانولوله‌ها، نانوالیاف همگی جزء
‌مواد نانوساختار تک بعدی می‌باشند. مهم‌ترین ویژگی نانوساختارهای
بعدی فلزی هدایت الکتریکی آن‌ها در راستای محور سیم می‌باشد. ‌تک‌
نانوسیم‌ها برحسب روش ساخت می‌توانند بلوری و یا بی‌شکل باشند. 
نانوســیم‌ها کاربردهای زیادی در بخشــهای مختلف مانند ساخت 
رایانه‌های بسیار کوچک با سرعت بسیار بالا، ساخت لیزرهای بسیار 
کوچک، ساخت دیودهای نورافشان )LED)، تشخیص بیماری‌ها، 
حســگر، حافظه‌های مغناطیسی و ... دارند. نانوسیم‌ها نیز می‌توانند 

به‌صورت خالص و یا ترکیبی از چند نوع ماده مختلف باشند.
نانو مواد دو بعـدی دارای دو بعـد آزاد و یـک بعـد در مقیـاس 
نانو می‌باشــند. مواد با یک بعد در مقیاس نانو عمدتاً شامل لایه‌های 
نازک یا پوشــش‌های سطحی می‌باشند. عوامل تأثیرگذار در خواص 
نانوپوشــش‌ها، جنس و ضخامت آن‌ها می‌باشــد. بــه عنوان مثال 

سلفون‌های نگهدارنده مواد غذایی نوعی پوشش هستند.
حال اگر ضخامت آن‌ها در ابعاد نانو باشد، به آنها نانوپوشش گفته 
می‌شود. نانوپوشش‌ها لایه‌هایی به ضخامت ۱ تا 100 نانومتر بوده که 
به‌صورت پوشش روی مواد دیگر قرار می‌گیرند و باعث تغییرخواص 
و ویژگیهای آنها میشــوند. ضخامت نانومتری آنها باعث می‌شود که 
با چشــم دیده نشوند و به ظاهر جســم آسیبی نرسانند. برای مثال 
لایه‌های نازکی که روی لباس‌ها قرار می‌گیرند و باعث ضدآب شدن 
آنها می‌شــوند. لایه‌های نازک در طول دهه‌های اخیر در زمینه‌های 
مختلفی از قبیل الکترونیک، شــیمی، فیزیک، صنایع ســاختمان، 

اتومبیل و ... مورد استفاده قرار گرفته‌اند. 
نانو مواد سه بعدی هر سه بعد آن‌ها در مقیاس آزاد است یعنی 

هیچ یک از ســه بعد آن در مقیاس نانو نیســت. این دســته شامل 
نانوکامپوزیت‌ها و مواد حجیم نانوساختار می‌باشد. توانایی برای تولید 

نانوساختارها اولین سنگ بنا در فناوری نانو است. 
دارورســانی یکی از مهم‌تریــن و پیچیده‌ترین شــاخه‌ای علم 
نانوتکنولوژی است که امروزه به لطف به کارگیری علوم دیگر گسترش 
چشــمگیری داشته است. این پیشرفت‌ها به‌ویژه در حوزه مکانیسم 
و سیستم‌های دارورسانی بسیار تأثیرگذار و راهگشا است. تکنولوژی 
نوین دارورسانی شامل نانوساختارهایی است که مولکول‌های دارو را 
حمل می‌کنند. دارورسانی هدفمند در اصطلاح مجموعه فعالیت‌هایی 
اســت که منجر به تجمع مواد دارویی در یک منطقه خاص از بدن 
می‌شــود. بســته به محل بیماری این فعالیت‌ها ممکن است باعث 
رســیدن دارو به عضوی خاص، نوع خاصی از سلول و یا حتی برخی 
از اندامک‌های درون ســلولی باشــد. اصلی‌ترین مزیت اســتفاده از 
دارورســانی هدفمند افزایش اثرات درمانی دارو بدون القای عوارض 

جانبی بر روی اندامک‌ها، بافتها یا سلولهای سالم است )شکل4(.

 شکل 4 .............................................................................

از ســال 2004 نانولوله‌هــای کربنی به‌طور گســترده به‌عنوان 
حامل‌های دارویی برای انتقال درون سلولی داروهای شیمی درمانی، 
پروتئین‌هــا و ژن‌ها مورد بررســی قرار گرفتند. در دهه گذشــته، 
پیشــرفت ســریع فناوری نانو ایده‌های جذاب و فرصت‌های فراوانی 

برای تشخیص و درمان بیماری‌ها به همراه داشته است.
امــروزه نانوذرات به دلیل کاربردهای وسیعشــان در زمینه‌های 
‌مختلــف بیولوژیکــی، دارو و پزشــکی بســیار محبوب شــده‌اند.
از نظــر ســاختاری اندازه آن‌هــا در حدود 100 نانومتر می‌باشــد. 
محــدوده وســیعی از داروها همچــون واکســن‌ها و مولکول‌های 
‌بیولوژیکــی به وســیله ایــن نانــوذرات می‌توانند هدایت شــوند. 
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نانــوذرات کاربرد وســیعی در بهبود درمان و تشــخیص بیماری‌ها 
‌دارنــد. از جمله کاربردهــای نانوذرات می‌توان بــه حامل‌های دارو
در بیماری‌هایی چون ســرطان، بیماریهای قلبی ـ عروقی و آلزایمر 
اشاره کرد. استفاده از این نانو حامل‌ها برای بیماریهای عصبی چون 
آلزایمر بسیار کارساز می‌باشد چرا که این نانوذرات به خاطر اندازه‌ای 
که دارند می‌توانند از ســد خونی ـ مغزی عبور کنند که این ســد 
همیشــه مانعی برای عبور داروها به مکان آسیب دیده در این نوع از 

بیماریهای مخرب مغزی بوده است.
فعالیت‌های توسعه فناوری نانو در کشور از سال 1379 آغاز شد. 
در ســال 1382، با شناسایی فناورى‌نانو به عنوان یک فناوری دارای 
اولویت ملى، ستاد ویژة توسعة فناور ىنانو به منظور پیگیری توسعة 

این فناوری در کشور تشکیل شد.
دیدگاه ســتاد برای توسعة فناوری ‌نانو، تدوین چارچوب فعالیت 
بلند مدت کشــور در این حوزه بود و در این مسیر، برنامة راهبرد ى
ده‌سالة فناورى‌ نانو در ســتاد تهیه و در مرداد ماه 1384 به تصویب 
هیئت دولت رســید. در اردیبهشــت 1385، شــورای عالی انقلاب 
فرهنگی، ضمن تأکید بر اجرای دقیق »سند راهبرد آینده«، سیاست‌ها 
و راهبردهای توســعه و ارتقای این فناوری در کشور را تصویب کرد. 
هدف این ســند قرار گرفتن در میان 15 کشور برتر جهان در حوزة 
فناورى‌نانــو و تلاش برا ىارتقاء مداوم ایــن جایگاه به منظور تولید 
‌ثروت و بهبود کیفیت زندگی مردم اســت. ترویج و آموزش عمومی و
به کارگیری فناوری‌ نانو و فراهم‌ســازی و تقویت زیرساخت‌های لازم 
برای توســعة این فناوری، ارتقاء صنایع با به کار گیری فناوری ‌نانو و 
گسترش بازار نانو و تسهیل و تسریع تجاری‌سازی از طریق فراهم‌سازی 
‌خدمات توســعة فناوری مورد نیاز فناوران و شرکت‌های دانش‌بنیان

از جمله اهداف و برنامه‌های ستاد نانو هستند.
فناوری نانو واژه‌ای اســت کلی که به تمام فناوری‌های پیشرفته 
در عرصة کار با مقیاس نانو اطلاق می‌شود. این فناوری تولید کارآمد 
مواد و دستگاه‌ها و سیستم‌ها با کنترل ماده در مقیاس طولی نانومتر 
و بهره‌برداری از خواص و پدیده‌های نوظهوری اســت که در مقیاس 
نانو توسعه یافته‌اند. فناوري نانو بيانگر رهگذري به سوي دنيايي جديد 
هستند. سفر به اعماق سرزمين اتم‌ها و مولکول‌ها نويد‌دهنده اثرات 
اجتماعي شگفت‌انگيزي است؛ در علوم بنيادين، در فناوري‌هاي نو، 
در طراحي مهندســي و توليدات، در پزشکي و سلامت و در آموزش. 
در این راستا، ریاضیات نقش موثری دارد چرا که همگان بر اين نکته 

توافق دارند که پيشرفت‌هاي بزرگ، مستلزم تعامل ميان مهندسان، 
ژنتيســت‌ها، شيميدانان، فيزيکدانان، داروسازان، رياضيدانان و علوم 
رايانه‌اي‌ها است. شکاف ميان علوم و فناوري، ميان آموزش و پژوهش، 
ميان دانشــگاه و صنعت، ميان صنعت و بازار بر مجموعه تأثيرگذار 
خواهــد بود. دانش رياضيات به‌عنــوان خط مقدم جبهه علم مطرح 
است. ويژگي بديهي رياضيات در علوم نانو »محاسبات علمي« است 
که به عنوان واســطه‌ای بین آزمایش و تئوری در تفسير آزمايش‌ها 
و پيش‌بينــي نتایج در مقياس اتمــي و مولکولي بر پایه تئوري‌هاي 
اتمــي نقش مهمی دارد. با توجه به اینکه انجام تســت‌های تجربی 
روی سیســتم‌های در مقیاس نانو بسیار زمانبر و پرهزینه می‌باشد، 
لذا شبیه‌ســازی رفتار دینامیکی این سیستم‌ها توسعه فراوانی پیدا 
کرده اســت. با توجه به این که در عمل رفتار سیســتم‌ها غیرخطی 
می‌باشــد، بنابراین محققان همیشه درصدد دستیابی به آن دسته از 
روش‌هایی بوده‌اند که منجر به نتایج دقیق‌تری شــود. نظر به اینکه 
‌ارائه روش تحلیلی برای مســائل غیرخطی بســیار دشوار می‌باشد،
‌به همین لحاظ معمــولاً از روش‌های عددی یا تقریبی برای تحلیل
‌این سیســتم‌ها استفاده می‌شــود. جهت کســب اطلاعات بیشتر

به مراجع این مقاله مراجعه شود.

واژه‌های تخصصی

Carbon Nanotubeنانولوله کربنی

Nano Technologyفناوری نانو

Drug Deliveryدارورسانی

Nano  Particleنانو ذرات

Nano Structureنانو ساختار

Nano Materialنانو مواد

Scientific Computingمحاسبات علمی

Dimensionبعد

۝مراجع .............................................................................................
1.  نانو تکنولوژی کاربردی، یوسف ناصر زاده، انتشارات نظری، 1392.

 2. آشــنایی با علوم و فنانوری نانو، فرزاد حسینی‌نســب، محسن افسری‌ولایتی،
سید معصومه قاسمی‌نژاد لیچانی، انتشارات کوچک آموز، 1394.

3. الگوریتمهای کارا برای حل تقریبی مدلهای ریاضی مرتبط با ساختارهای نانو، 
رساله دکترا، بیت‌اله رضاپور، دانشگاه آزاد اسلامی واحد تهران مرکزی، 1399.

   nano.ir 4. سایت ستاد نانو
5. http://www.nanos.blogfa.com/post/29
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آموزشي
  میرشهرام صدر

 تابع متناوب 
تابع حقیقی f را متناوب ‌گوییم، هرگاه کوچک‌ترین مقدار مثبتی 
 ،f واقع در دامنه x مانند  موجود باشــد، به‌طوری که برای هر
 در دامنه f باشـد و  . در‌این‌صورت T را

دوره تناوب تابع f می‌گوییم. 

  مسأله.  دوره تناوب تابع با ضابطه  را 
به‌دست آورید. 

حل: .................................................................................  
 

 رسم منحنی‌های توابع 
 سینوسی و کسینوسی درجه اول 

 با روش 
نقطه‌یابی و انتقال 

 مقدمه:   هر حرکتی که در بازه‌های زمانی مســاوی تکرار شود، حرکت تناوبی است. جهان پر از حرکت‌های تناوبی است که 
از آن جمله می‌توان از نوسان‌های رقاصک ساعت مچی، ســیم تار مرتعش، جرم آویزان متصل به فنر در حال نوسان، عقربه 
کوچک ســاعت که بعد از طی 12 ساعت دوباره مسیر اولیه را تکرار می‌کند و پاندول ساعت که هر رفت و برگشت را در مدت 
یک ثانیه طی می‌کند و دوباره مسیر رفت و برگشــت اولیه را تکرار می‌کند. در این مقاله توابع متناوبی را رسم می‌کنیم، که 
در فاصله‌های مساوی تکرار می‌شوند. چنان‌که ‌خواهیم دید، توابع سینوسی و کسینوسی درجه اول نمونه‌ای از این نوع توابع 

هستند. 
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‌کوچک‌تریــن مقدار مثبت T به ازای  به‌دســت می‌آید، 
  آن‌گـــاه  چــون   بدیهــی اســت که اگــر  

 .
بنابراین دوره تناوب تابع  برابر است 

با   . 
به طریق مشــابه می‌توان بررســی کرد، کــه دوره تناوب تابع 

  می‌باشد.  به‌صورت 

  مراحل رسم نمودار تابع با ضابطه  ،
  زاویـه‌ای بر‌حسب    و  کـــه در آن:  و  و 

رادیان است. 

با توجه به مطالب گفته شــده درباره تابع متناوب به ســادگی 
درمی‌یابیم که توابعی به‌صورت بالا متناوب می‌باشند. بنابراین شکل 
آنها در فاصله‌های برابر به‌طور دقیق تکرار می‌شــوند، لذا کافی است 
  رســم نماییم، سپس در فاصله‌های  نمودار آنها را در فاصله 
‌برابــر با طول دوره تناوب شــکل تابع را به‌طــور دقیق تکرار کنیم،
تا اینکه نمودار تابع در هر فاصله‌ای از صفحه مختصات مشخص باشد. 
برای رســم شــکل این نوع توابع مراحل زیر را به‌ترتیب انجام 

می‌دهیم: 
 مرحله اول: در دستگاه مختصـــات xoy روی محـور x ها
  را تقریبــاً به اندازه ســه واحد در نظر می‌گیریــم. بنابراین  را

1/5 واحد و  را 4/5 واحد و  را 6 واحد انتخاب می‌کنیم. 

2
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1
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y

x- π  π-2 π 2 π
2
π- 2

π
2

3π
2

3π-

 مرحله دوم: دوره تناوب تابع را با استفاده از فرمول 
به‌دست می‌آوریم. 

 مرحله سوم: منحنی نمودار تابع با ضابطه  و 
( را به‌کمک   )یا  و 
‌جدول‌های زیـر و با استفـاده از روش نقـطه‌یابی در ناحیـه   

)T دوره تناوب تابع است( رسم می‌کنیم. 
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y = - cosx -1 0 1 0 -1
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 مرحله چهارم: نمایش منحنی توابع با ضابطه  
( را رســم می‌کنیم. برای این منظور باید عرض  )یا 
نقاط ماکزیمم و مینیمم منحنی‌های نمودار مرحله ســوم را از نقاط 
1+ و 1- به‌ترتیب به نقاط k+ و k-  انتقال دهیم، تا این‌که منحنی 

آنها به‌صورت زیر به‌دست آید. 
با فرض این‌که  داریم: 

 

y = k sin ax
(k >0)
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+k

-k
y = k cos ax

(k > 0)

 مرحلــه پنجــم: منحنــی نمایــش تابــع بــا ضابطــه 
 یا  را رسم می‌کنیم: 
  ) زاویه‌ای برحســب رادیــان(، آن‌گاه منحنی‌های  اگر 
به‌دســت آمده از مرحله چهارم را به اندازه  واحد رادیان در‌جهت 
، آن‌گاه  منفی محــور طول‌ها منتقــل می‌کنیم. حال اگــر 
منحنی‌های به‌دســت آمــده از مرحله چهارم را بــه اندازه  واحد 

رادیان در جهت مثبت محور طول‌ها انتقال می‌دهیم.
  باشــد، نمودار منحنی‌هــا به‌صورت زیر  با فرض این‌که 

به‌دست می‌آید:
 

T
4

3 β
a-

y = k sin  (ax+β)
(k >0, β >0)

xT
4

β
a-β

a-

T
2 β- β

a-T

0

+k

-k

T
4

3 β
a-T

4
β
a- β

a-T

y

x0

+k

T
2 -β

T

-k
y = k cos (ax+β)

(k >0, β >0)

-β
a

 مرحله ششم: در این مرحله منحنی نمایش توابع با ضابطه 
( را رسم   )یا 
می‌کنیم. اگر  ) l عدد حقیقی است(، آن‌گاه منحنی‌های به‌دست 
آمده از مرحله پنجم را به اندازه l واحد در جهت مثبت محور عرض‌ها 
بالا می‌بریم و اگر  ، آن‌گاه منحنی‌های به‌دســت آمده از مرحله 
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پنجم را به اندازه l واحد در جهت منفی محور عرض‌ها پایین می‌بریم. 
  شکل توابع بالا به‌صورت زیر می‌باشد: با فرض این‌که 

T
4

3 β
a-

y = k cos (ax+β)+l
(k, l >0, β >0)

xT
4

β
a- T

2
β
a-β

a
- 0

+k

l

-k

y

T
 T-β

k+l

-k+l

T
4

3 β
a-T

4
β
a-

β
a-T

2
β
a-T

y

x0

+k

T

-k
y = k cos (ax+β)+l

(k,l >0, β >0)

-β
a

l

k+l

-k+l

 1 مثال 
منحنــی نمایش تابــع با ضابطــه  را در فاصله 

 رسم کنید. 

حل: ................................................................................. 
 دوره تنــاوب ایــن تابع  می‌باشــد بنابراین 
به‌کمــک جدول زیر و روش نقطه‌یابی نمــودار این تابع را در فاصله 
 رســم می‌کنیم. سپس در فاصله‌های مساوی  شکل آن 
را به‌طور دقیق تکرار می‌کنیم و قســمتی از منحنی که بین دو خط 

 و  قرار دارد، شکل مورد نظر ما می‌باشد.

x 0 T
4

π
2= T

2 π= 3T 3π
4 2= = 2πT

y = - cosx -1 0 1 0 -1

=-πx = πxy

x

1

0
-1

2π- 2π
- π ππ

2
π
2-

  2 مثال 
با اســتفاده از رســم منحنی توابــع مثلثاتی نشــان دهید که 

.

حل: ................................................................................. 
 دوره تناوب  برابر با  می‌باشــد، 

بنابراین نمودار  را در فاصله  رسم می‌کنیم.

x 0 T
4

π
2= T

2 π= 3T 3π
4 2= = 2πT

y = sin x 0 1 0 -1 0

y

x0 ππ
2

3π
2 2π

اکنون برای رسم  کافی است شکل مرحله 
قبل را به اندازه  رادیان به طرف چپ منتقل کنیم. سپس منحنی 

نمایش این تابع را در فاصله‌های مساوی  تکرار می‌کنیم.
y

x
0

2π- 2π
- π π

π
2

π
2- 3π

2-3π
2

همان‌طور که ملاحظه می‌کنید منحنی بالا نمایش تابع با ضابطه 
 و هم‌چنین منحنی نمایش تابع   
‌می‌باشد. در فیزیک اصطلاحاً می‌گویند منحنی نمایش  ،
 تقــدم فاز نســبت به  دارد، یعنــی این‌که منحنی 
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نمایش تابع  به اندازه  رادیان از منحنی نمایش تابع 
 جلوتر است.

 3 مثال 
منحنی نمایش تابع با ضابطه  را 

رسم کنید.
حل: ................................................................................. 
‌دوره تنــاوب تابع فــوق  می‌باشــد. بنابراین
بــه کمک جدول زیر و با روش نقطه‌یابی ابتدا نمودار  

را در فاصله  رسم می‌کنیم.

x 0 T
4

π
4= T

2
π
2= 3T 3π

4 4= = πT

y = sin 2x 0 1 0 -1 0

y

x0

1

-1

π
π
4

π
2

3π
2

3π
4

2π

 نمودار1 .............................................................................

اکـــنون منحنی نمـایـش  را رسـم می‌کنیـم. 
برای این‌کار کافی است نقاط 3+ و 3- را روی محور عرض‌ها مشخص 
‌کنیـم و نقـاط ماکزیمم و مینیمم )نمودار 1( را به‌تـرتیب به نقـاط

با عرض 3+ و 3- منتقل کنیم.
y

x0

1

2

3

-1

-2

-3

ππ
4

π
2

3π
2

3π
4

2π

 نمودار2 .............................................................................

برای رسم منحنی نمایش  کافی است 
)نمودار 2( را به اندازه  رادیان به‌طرف چپ منتقل کنیم.

 بنابراین:

 

y

0
π

-π
12

π
2

3π
2 2π

 نمودار3 ............................................................................

در مرحله آخر برای رســم  کافی 
اســت )نمودار 3( را به انــدازه 2 واحد به طرف پایین منتقل کنیم. 

سپس در فاصله مساوی  شکل آن را به‌طور دقیق تکرار کنیم.

2

1

3

-1

-2

-3

-4

-5

y

x

ππ
2

0

-π
12

 نمودار4 ............................................................................
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 4 مثال 
منحنــی نمایش تابع با ضابطه  

را رسم کنید. 
حل: ................................................................................. 
ابتدا منحنی نمایش تابع  را رسم 
می‌کنیم )نمودار 4(، سپس قرینه قسمتی از منحنی نمایش تابع که 
نتیجه  زیر محور طول‌هاســت نسبت به محور x ها پیدا می‌کنیم. در‌

نمودار تابع به‌صورت زیر به‌دست می‌آید:
y

x0

5

4

3
2

1

 5 مثال 
  را رسم کنید. منحنی نمایش تابع با ضابطه 

حل: ................................................................................. 
با توجه به خواص قدرمطلق داریم:

 

‌برای رســم منحنی نمایش این تابع ابتدا  را برای 
رسم می‌کنیم، سپس  را برای  رسم خواهیم کرد.

3π
2

y

xπ
2

π 2 π

y = 2 sin x
(x  0)

0

2-

2

 شکل )الف( ......................................................................

y

xx π
2-π-2 π-

3π
2-

y = -2 sin x
(x < 0)

2-

2

 شکل )ب( ........................................................................

اکنون اگر )شــکل الف و ب( را در یک دستگاه مختصات رسم 
  را خواهیم داشت: نماییم، منحنی نمایش تابع 

2

-2

x π
2-

π-
2 π-

3π
2- 3π

2

y

xπ
2

π
2 π0

y = 2 sin│x│

 6 مثال 
نمــودار تابع با ضابطة  را در فاصله  

رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
 مرحله اول:  ابتـدا منحنی تابـع بـا ضابـطه  را 

فاصله  رسم می‌کنیم. در‌

  را    و  و    مرحله دوم:  ســه خــط 
رســم می‌کنیم و نقاطــی از منحنی را که روی این ســه خط واقع 
می‌باشند، با نقاطی توپر مشخص می‌کنیم، سپس قسمتی از منحنی 
  و  قرار دارد )به غیر از نقاط توپر(  کــه بین دو خط 
را روی خط  تصویر می‌کنیم و به همین ترتیب قســمتی 
  قــرار دارد )به‌غیر از   و   ‌از منحنــی که بین دو خط 
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نقــاط توپرُ( را روی خــط  تصویر می‌کنیم، تــا نمودار تابع 
  به‌صورت زیر به‌دست آوریم.  را در فاصله 

 
1

-1

π
2-π-2 π- 3π

2- 3π
2

y

xπ
2

π

2 π

y = sinx

y = 1

y = 0

y = -1

 7 مثال 
نمودار تابع با ضابطه  را در فاصله  

رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
 مرحله اول:  با توجه به مطالب گفته شــده درباره رسم توابع 
مثلثاتی درجه اول، ابتدا منحنی نمایش  را رســم 

می‌کنیم.
  ،  ،  مرحلــه دوم:  خطــوط  ،  
 و  را رسم می‌کنیم و نقاطی از منحنی که روی این 
خطوط قرار دارند را پررنگ می‌کنیم، ســپس قسمتی از منحنی که 
  و  قرار دارد )به‌غیر‌از نقاط پررنگ(  بین دو خط 
  تصویر می‌کنیم و قسمتی از منحنی که بین  را روی خط 
  قرار دارد )به‌غیر‌از نقاط پررنگ( را روی  دو خط  و 
خط  تصویر می‌کنیم1 و به همین ترتیب قسمتی از منحنی 
  و  قرار دارد )به‌غیر‌از نقاط پررنگ(  که بین دو خــط 
  تصویر می‌کنیم و در مرحله آخر قســمتی از  را روی خــط 
  و  قرار دارد )به‌غیر‌از نقاط  منحنــی که بین دو خط  
  تصویر می‌کنیم تا نمودار تابع فوق را  پررنــگ( را روی خط  

به‌دست آوریم.

-π-

2 π- 3π
2-

3π
2

y

xπ
2

π
2 π 2 π

y = 1
y = 2

y = -2
y = -1

 8 مثال 

( را 
 
نمودار تابع با ضابطه  )که در آن  

در فاصله  رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
 مرحلــه اول:  ابتــدا منحنــی  را در فاصله  

  رسم می‌کنیم.

و  و   خطــوط   دوم:   مرحلــه   
  را رسم می‌کنیم    و     و . . .  
و نقاطــی از منحنی که روی این خطوط واقع می‌باشــند را پررنگ 
می‌کنیم، ســپس قســمتی از منحنی را که بین دو خط  
  قــرار دارد، روی خط  تصویر می‌کنیم،  و 
و … به همین ترتیب در مرحله آخر قســمتی از منحنی را که بین 
  قرار دارد، روی خط     و  دو خــط 

تصویر می‌کنیم، تا نمودار تابع فوق را به‌دست آوریم.

 

π-
2 π-

3π
2

3π
2

x

-π
2

π
2 π

2 π

y = -k

y = k

y = -k+1

y = k-1

y

-

 9 مثال 
) ‌نمودار تابع با ضابطه  )که در آن  

را در فاصله  رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
  بنابـرایـن مـنحنی نمـایش   مرحله اول:  چـون 

تابع  همــواره بین دو خط  و   واقع 
می‌شود.

 مرحله دوم:  ابتدا نقاطی از منحنی را که روی خط  
قرار دارند، پررنگ می‌کنیم. ســپس قســمتی از منحنی را که بین 
  قــرار دارد. روی خط  تصویر  دو خــط  و 
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ترجمه: حسن صفاری*

اولین شـاخه و انشـعاب علمی، آن شعبه‌ای 
بـود کـه مطلقـاً احتیـاج بـه تجربه نداشـت و 
برای پیدایـش آن حداقل توجـه و علاقه‌مندی 
کار  ایـن  بـرای  کسـی  چـه  امـا  بـود.  لازم 
علاقه‌مندتـر از چوپانـی اسـت کـه چـون گلة 
خـود را بـه چـراگاه می‌بـرد، شـبانگاه هنگام 
مراجعـت می‌خواهـد بدانـد کـه همـة آن‌ها به 
جـای خود هسـتند یـا نـه؟ خواهیـد گفت که 
بـرای اطمینـان از ایـن مطلـب کافـی بـود که 
چوپان گوسـفندان خود را بشـمارد، اما چوپان 
عهـد حجـر هنـوز شـمردن نمی‌دانسـت و بـا 
ایـن حـال طبعـاً جهـل او مانـع آن نمی‌گردید 
که وی تعـداد واقعـی آن‌ها را معین کنـد، زیرا 
مـرغ خانگـی نیز که حسـاب و حسـاب کردن 
نمی‌دانـد هنگامـی کـه یکـی از جوجـگان او 
را  او  و  فریـاد می‌کنـد  و  نالـه  باشـند  غائـب 

می‌طلبـد.
آن  چـه  و  چوپـان  چـه  زودی  بـه  امـا 
وسـعت  نـا  داشـت  احتیـاج  کـه  کشـاورزی 
مزرعـة خود را تعیین کند و چه بسـیار کسـان 
دیگـر در نتیجـة احتیـاج مجبور شـدند نوعی 
غریـزة  از  غیـر  دقیق‌تـر،  شـمارش  وسـیلة 
طبیعـی خـود، به‌وجود آورنـد و بـرای این کار 
انگشتان دسـت، دستگاه حسـاب کردن آماده 

و مهیایـی بـود.

می‌کنیــم و به همین ترتیب قســمتی از منحنی را که بین دوخط  
و  قــرار دارد، روی خــط  تصویــر می‌کنیم.  

تا نمودار تابع فوق را به‌دست آوریم.

π
2-π-

2 π-

-

3π
2-

3π
2

y

xπ
2

π

y = 1

y = -1

1

1

k

k-

تمرین

منحنی نمایش توابع زیر را رسم کنید.

    .1 

    .2 

    .3 

    .4 

-3 -2 -1 1

1

0 3

-1

 پی‌نوشت‌ ...........................................................................................
1. به‌‌طور‌کلی قسمتی از منحنی که بین دو خط افقی متوالی قرار دارد را روی خط افقی 
پایین تصویر می‌‌کنیم. یعنی اگر قسمتی از نمودار منحنی بین دو خط افقی متوالی  
 و  قرار داشــته باشد. آن را روی خط  تصویر می‌نماییم.

۝منابع .............................................................................................
1. کتاب حسابان 1 و 2.

2. حساب دیفرانسیل و انتگرال و هندسه تحلیلی ـ لیتهلد ـ )جلد اول(.
3. فیزیک هالیدی ـ )جلد اول(.

* تاریخ علوم، پی‌یرروسو



18

آموزشي

‌آموزش ترجمه متون ریاضی
       فارسی به انگلیسی ) 6(

زوجيت در عددهاي صحيح اشاره دارد به اينكه هر عدد صحيحي ا فرد استي ا زوج.
عدد صحيح n فرد است، هرگاه باقي‌ماندة تقسيم آن بر 2 مساوي كي باشد؛ و آن به شكل n=2k+1 است. در غير اين صورت، عدد n زوج 

و به شكل n=2k است.
مجموع دو عدد زوج اســت، اگر هر دو زوجي ا هر دو فرد باشــند. 
حاصل‌ضرب دو عدد زوج اســت، اگر حداقلكي ــي از آن عددها زوج 

باشند. اين‌خواص به‌صورت مقابل بيان مي‌شوند:

فرد = فرد ± زوج زوج = زوج ± زوج

زوج = زوج × زوج زوج = فرد ± فرد

فرد = فرد × فرد زوج = فرد × زوج

 مقسوم‌عليه‌ها )شمارنده‌ها(:
‌فرضك نيم a و b اعدادي صحيح باشندك ه a≠0 باشد. در اين صورت، به a مقسوم‌عليه b گفته مي‌شود )بيان مي‌شود a|b(، اگر كي عدد صحيح

.b=ka :وجود داشته باشد، به‌طوري‌كه k چون
مقســوم‌عليه n را »مقســوم‌عليه بديهي« مي‌ناميم، هرگاه مساوي با 1ي ا خودِ n باشــد. در غير اين‌صورت آن را »مقسوم عليه نابديهي« 

مي‌ناميم. مقسوم‌عليه سَرِه براي n مقسوم‌عليهي غير از خودِ n است.

 تعريف عدد اول:
عدد اول آن استك ه فقط مقسوم‌عليه‌هاي بديهي دارد. تعداد عددهاي اول نامحدود است.

قضية اساسيِ حساب بيان مي‌داردك ه هر عدد صحيح مي‌تواند به حاصل ضرب عددهاي اول تجزيه شود.

زوجیت یا »دو تا یکی« در اعداد صحيح:

(Parity1زوجيت 
(Integer2صحيح

(Remainder3باقي‌مانده
(Odd4فرد
(Even5زوج

لغت‌ها و اصطلاحات مهم

 حميدرضا اميري

(Divisor6مقسوم‌عليه
(Product7ضرب

(Trivial8بدیهی
(Prime number9عدد اول

Infinit10) نامحدود، بيك‌ران، بي‌نهايت
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The parity of an integer refers to whether the integer is odd or even. An integer n is odd if there is a 

remainder of one when it is divided by two, and it is of the from n = 2k+1. Otherwise, the number 
is even and of the from n = 2k.

The sum of two numbers is even if both are even 
or both are odd. The product of two numbers 
is even if at least one of the numbers is even. 
These properties are expressed as.

 Divisors
Lat a and b be integers with a ≠ 0 then a is said to be a divisor of b (denoted by a|b) if thers exists 

an integer k such that b = ka.
A divisor of n is called a trivial divisor if it is either 1 or n itself; otherwise it is called a nontrivial 

divisor. A proper divisor of n is a divisor of n other than n itself.

 Definition (Prime Numbar)
A prime number is a number whose only divisors are trivial. There are an infinite number of a 

prime number.
The fundamental theorem of arithmetic states that every integer number can be factored as the 

product of prime numbers.

Parity of Integers:

 شما ترجمه کنید:
2.2 Divisibility, Primes, and Composites

The starting point for the theory of numbers is divisibility.

Definition 2.2.1. If a, b are integers we say that a divides b, or that a is a factor or divisor of b, 
if there exists an integer q such that b = aq. We denote this by a|b. Then b is a multiple of 
a. If b >1 is an integer whose only factors are ±1, ±b then b is a prime; otherwise, b >1 is 
composit.

The following properties of divisibility are starightforward consequences of the definition.

Theorem 2.2.1.
(1) a|b  a|bc for any integer c.
(2) a|b and b|c implies a|c.
(3) a|b and a|c implies that a|(bx+cy) for any integer x, y.
(4) a|b and b|a implies that a = ±b.
(5) If a|b and a > 0, b > 0 then a < b.
(6) a|b if and only if ca|cb for any interge c≠0.
(7) a|0 for all a  Z and 0|a only for a = 0.
(8) a|±1 only for a = ±1.

even ± even = even even ± odd = odd

odd ± odd = even even × even = even

even × odd = even odd × odd = odd
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آموزشي
  لطافت اميري

 اولین مدل‌ســازی گرافی که به شــما معرفی می‌کنیم گراف 
مقسوم‌علیه مشترک1 نام دارد. این گراف را با  نشان می‌دهیم 

و به‌صورت زیر تعریف می‌شود.

 تعریف: فرض کنید v یک زیر مجموعة دلخواه از اعداد طبیعی 
بزرگتر از یک باشــد اعضای v را رئوس گراف در نظر می‌گیریم 
‌و دو رأس در صورتی مجاورند که دارای مقســوم‌علیه مشــترک
بزرگتر از یک باشــند. به گرافی که روی مجموعه v به‌صورت بالا 

رسم می‌کنیم گراف مقسوم علیه مشترک گفته می‌شود. 

 1 مثال 
روی مجموعه  گراف مقســوم 

علیه مشترک را رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
طبق تعریف اعضای مجموعه رئوس گراف خواهند بود.

21 22

24

25 23

حالا دو رأس در صورتی مجاورند که دارای مقسوم علیه مشترک 
بزرگتر از یک باشــند )برای راحتی بزرگترین مقسوم‌ علیه مشترک 

 در طول تاریخ ریاضیات همواره گراف‌ها و مدل‌ســازی گراف ابزار مفیدی برای حل بســیاری از مســائل ریاضی و غیر ریاضی
در زمینه‌های مختلف بوده‌اند. گراف‌ها به‌دلیل جذابیت، سادگی و کاربردی بودن راه را برای حل مسائل هموار می‌کنند. 

 در این مقاله به شما نشان می‌دهیم چگونه با داشتن یک مجموعة دلخواه از اعداد، می‌توان گراف مرتبط با این مجموعه را رسم ‌کرد.
در این‌جا به شــما دو مدل رسم گراف با استفاده از مجموعه‌ها را معرفی می‌کنیم. در ریاضیات دانشگاهی ارتباط این دو‌نوع گراف و 

مجموعه‌ها در شاخة گراف جبری مقطع دکتری بسیار حائز اهمیت است.

اشاره

DA

C

B

a

e

c

مجموعه‌ها g

bو گراف‌ها 

d

f

.



21
شمارۀ 8     دورۀ متوسطه 2 دورۀ سوم  پاییز 1403  

یعنی ب . م . م را بررسی می‌کنیم.( 
داریــم  و  یعنی دو رأس 24 و 
22 و دو رأس 24 و 21 با هم مجاورند ولی بقیه رأس‌ها نســبت به 
هم اول هســتند و مجاور نیستند پس گراف  به‌صورت زیر 

رسم می‌شود.

21 22

24

25 23

 2 مثال 
روی مجموعــه  گــراف مقســیوم علیه 

مشترک را رسم کنید.

حل: .................................................................................  
رئوس گراف اعضای مجموعة  خواهد بود و از آن‌جا که تمام 
‌اعضای مجموعة  زوج هستند پس دارای مقسوم علیه مشترک 2
هســتند لذا تمام رئوس با یکدیگر مجاورند، پس  به‌صورت 

زیر رسم می‌شود.

 

2

8

4

6

همان‌طور که ملاحظه می‌کنید گراف  یک گراف کامل 
  . است 

 3 مثال 
روی مجموعه  گراف مقســوم‌ 

علیه مشترک را رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
رئوس گراف اعضای مجموعة  هستند اکنون بررسی می‌کنیم 
که کدام‌یک از اعضای مجموعة  دارای مقســوم علیه مشــترک 

هستند.
 
 

پس رأس 16 با تمام رئوس به‌جز 57 مجاور است.

18
16

90 38

57

 

رأس 18 هم با تمام رئوس دیگر مجاور است.

18
16

90 38

57

 

پس رأس 38 علاوه بر دو رأس 16 و 18 با 57 و 90 هم مجاور 
است.

18
16

90 38

57
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 پــس دو رأس 57 و 90 هم با یکدیگر مجاور 
هستند و گراف نهایی  به‌صورت زیر خواهد بود.

18
16

90 38

57

دومین مدل ســازی گرافــی که در این مقاله به شــما معرفی 
  نشــان  می‌کنیــم گراف رأس اول2 نام دارد این گراف را با 

می‌دهیم و به‌صورت زیر تعریف می‌شود.

 تعریف: فرض کنید V یک مجموعه دلخواه از اعداد طبیعی
‌باشــد و ρ(V) مجموعــة شــمارنده‌های اول اعضای V باشــد.
  را اعضای مجموعة ρ(V) در نظر می‌گیریم و  رئوس گراف 
  یکی از ‌دو رأس p و q با هم مجاورند اگر ضرب آن‌ها یعنی 

اعداد مجموعة V را عاد کند.

به مثال‌های زیر توجه کنید.

 4 مثال 
روی مجموعة  گراف رأس اول 

را رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
ابتدا مجموعة ρ(V1) را پیدا می‌کنیم برای این کار شمارنده‌های 

اول اعداد  را به‌دست می‌آوریم.

اعداد 21 22 23 24 25

شمارنده‌های اول 7 و 3  11 و 2   23 3 و 2  5

  بنابراین رئـوس گـراف  پس 
 به این‌صورت خواهد بود: 

2 3

11

23

5

7

طبــق تعریف دو رأس با هم مجاور خواهند بود اگر ضرب آن‌ها 
عضوی از  را عاد کند.

دو رأس 2 و 3 با هم مجاور خواهند بود چون ضرب آن‌ها یعنی 
6، عدد 24 از مجموعة  را می‌شمارد.

دو رأس 2 و 5 مجــاور نیســتند چون ضــرب آن‌ها یعنی 10، 
‌عددی از مجموعة  را عاد نمی‌کند. به همین دلیل دو رأس 2 و 7
دو رأس 2 و 23 مجاور نیســتند. ولــی 2 و 11 مجاورند زیرا ضرب 
‌آن‌ها یعنی 22، عدد 22 از مجموعة  را عاد می‌کند. با همین روش
به بررســی ســایر رئوس می‌پردازیم و تنهــا دو رأس دیگر مجاور 
‌خواهند بود. 3 و 7 مجاورند زیرا 21، عدد 21 از مجموعة  را عاد 
‌می‌کنــد. بقیه رئــوس مجاور نیســتند چون ضــرب آن‌ها عددی
  به‌صورت زیر  از مجموعــة  را عاد نمی‌کند پــس گراف 

خواهند بود.
2 3

11

23

5

7

 5 مثال 
روی مجموعــة  گراف رأس اول را رســم 

کنید.

حل: ................................................................................. 
ابتــدا مانند مثال قبل شــمارنده‌های اول اعضــای  را پیدا 

می‌کنیم.
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اعداد 2 4 6 8

شمارنده‌های اول 2  2 3 و 2  2

     بنابرایــن رئــوس گراف  پــس 
به‌صورت زیر خواهد بود.

2 3

  فقط 2 رأس  همان‌طور که مشــاهده می‌کنید گراف 
‌دارد کــه ایــن دو رأس با هم مجاورند چون ضــرب 2 و 3 یعنی 6، 
  به‌صورت  عدد 6 از مجموعة  را عاد می‌کند. پس گراف 

زیر است.
2 3

 6 مثال 
روی مجموعة  گراف رأس اول 

را رسم کنید.

حل: ................................................................................. 
ابتدا شمارنده‌های اول اعضای  را پیدا می‌کنیم.

 

اعداد 16 18 38 57 90

شمارنده‌های اول 2 3 و 2  19 و 2  19 و 3  5 و3 و2 

  بنابراین رئوس گراف   پس 
به‌صورت زیر خواهند بود.

2

19

3

5

طبق تعریف می‌دانیم رئوســی مجاور هســتند که ضرب آن‌ها 
عــددی از مجموعة   را عاد کنــد. 2 و 3 مجاورند چون 6، اعداد 
18 و 90 از مجموعــة   را عاد می‌کند. 5 و 2 نیز مجاورند چون 
   10، عــدد 90 از   را عاد می‌کنــد. پس تا اینجا گراف 

به‌صورت زیر است: 

19

2

5

3

به همین ترتیب ادامه می‌دهیم 2 و 19 نیز مجاورند چون ضرب 
آن‌ها یعنی 38، عدد 38 از   را عاد می‌کند.

3 و 5 مجاورند چون 15، عدد 90 از  را عاد می‌کند.

3 و 19 مجاورند چون 57 که ضرب 3 و 19 می‌باشــد عدد 57 
از   را می‌شمارد.

5 و 19 مجاور نیســتند چون ضــرب آن‌ها یعنی 95، عددی از 
مجموعة  را عاد نمی‌کند.

  به‌صورت زیر خواهد بود. پس نهایتاً گراف 

19

2

5

3

مدل‌سازی‌های متنوعی تاکنون تعریف شده است.

***
آیا شما می‌توانید یک مدل‌سازی گراف، روی مجموعه‌ها تعریف 

کنید؟

پی‌نوشت‌ ...........................................................................................  
1. Common divisor graph
2. Ptime Vertex graph
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تاریخ و فلسفه ریاضی
  محمدحسن گورانی

در بصره فرقه‌ای به نام اخوان الصفا زندگی می‌کردند که طرفدار 
اسماعیلیان بودند و رساله‌های کاملی را در قرن دهم میلادی تولید 
کرده‌اند و ظاهراً در شمار نخستین افرادی بودند که به خوبی و کامل 

از اندیشه‌های نو افلاطونی و فیثاغورسی بهره بردند.
آنان بر این بـاور بودند که فیثـاغورس حکیمی از حرّان بـوده 
و نیز عقیده داشتند پیـامبری که به‌سـوی صابیان‌حرّان فرستاده 
شــده، خنوخ یعنی هرمس مثلث العظمه بوده که به باور ایشــان 

مخصوصــاً در عرفان عددی تخصص داشــته اســت. اخوان الصفا 
می‌پنداشتند که علم الاعداد راهی برای درک اصل وحدت موجود 
در شــی و علمی فراتر از طبیعت و در عین حال ریشه همه علوم 

است.
از نظر آن‌ها نسبت خدا به جهان یا نسبت موجود بسیط به‌وجود 

معادل نسبت »1« به اعداد است.
آن‌ها )اخوان‌الصفا( موفق نشــدند نظام دقیق و پیچیده‌ای مثل 

 قسمت چهارم 

با سلام خدمت شما یاران یار!
بر عدد اعداد طبیعی خوشحالم که باز هم همدیگر را ملاقات کرده‌ایم و مشتاقانه به سراغ داستان شـیرین اعداد می‌روم.
اگر خاطر شریفتان باشد در شماره گذشته قرار گذاشتیم که امروز کمی از عرفان اسلامی در باب عدد با هم حرف بزنیم.!

اعداداشاره
17

3
12

9
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قبالا به‌وجود بیاورند و از اهمیت اعداد در کیهان و موســیقی کاملًا 
آگاه بودند.

در میان آنان 7 »اعداد سیارات، نخستین عدد کامل چون حاصل 
،  و  یعنی حاصل جـمع اعداد وجوه مقابل تاس 
‌اســت.« و »12« »عدد منطقه البــروج، حاصل  یا  «

است برای آن‌ها نقش واقعاً مهمی داشت.
»9« را اعداد افلاک می‌نامیدند، این عدد اولین عدد فرد اســت 

که مربع کامل است.
»28« در مکتب آنان کامل‌ترین عدد معادل منازل قمر اســت. 

نتیجه مخصوصاً تعداد حروف الفبای عربی 28 حرف است. در‌‌
در شــماره آینده به نمادگرایی عددی قرون وســطایی خواهیم 

پرداخت.
***

‌اکنون با هم برویم و به »3« برسیم، عددی در برگیرنده و اثر همه
اســت. عددی شامل »آغاز، میان و پایان« است. تداعی‌کنندة انسان 

»بدن، جان و روح« است.
بیان چرخه حیات »تولد، زندگی و مرگ« می‌باشد. »گذشته و 

حال و آینده«
سه را که با چهار جمع کنی هفت می‌شود »عدد مقدس« چون 

سه را در چهار ضرب کنی دوازده می‌شود )دوجین کامل(.
چینی‌ها »ســه« را عدد کامل می‌دانند در آئین مسیحیان نماد 
‌کمال و وحدت الهی است »پدر، پسر، روح‌القدس«، »رهما، ویشنو،
شیوا« در فرهنگ هند و »اهورا مزدا، مهر، آناهیتا« در ایران باستان 
در بابل »انلیل، رااَ، انو« در مـــصر »ایزیــس، ازپریس، هوروس« و 

دهها‌نمونــه دیگر را می‌توان از ســه یافت ایرانی‌هــا در مقابل کار 
نیک‌شما »سپاس« می‌گویند.
پاس اول، »رفتار نیک«
پاس دوم، »کردار نیک«
پاس سوم، »گفتار نیک«

»سه« در هندسه مربوط به مثلث است. محکم‌ترین شکل‌هندسی 
‌اســت. مثلث نماد طبیعت ســه‌گانه اســت تثلیث را در مسیحیت

به‌صورت سه‌گونه نشان می‌دهند.
مثلث با رأس رو به‌ بالا نماد »زندگی، آتش، شعله و گرماست«، 
مثلث با رأس رو به پائین »نماد آب، سرما، دنیای مادی و بدن است«.
مثلث درون دایره، ناحیه »جلگه حقیقت« نام دارد شــکل زیر 
مظهر کاهنده و افزاینده، بازگشــت ابدی، مــرگ و زندگی مردن و 

زنده‌شدن در روز رستاخیز است.

مثلث متساوی‌الاضلاع، بیانگر الوهیت، هماهنگی و تناسب است.
مثلث متساوی‌الساقین، نماد یک‌پارچگی کیهان و تلاقی عناصر 

اربعه و تحولات چرخی است.
 مثلث قائم‌الزاویه، در فرهنگ مصری نشان‌دهندة   از یریس »آغاز«،

‌ایزیس »وسط« و هوروس »پایان« است. 
تا بعد . . . »یا علی«
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 حمیدرضا امیری

‌آن‌چه مسلّم است این‌که یک استدلال ریاضی برای اثبات یک قضیه
‌بســیار جامع‌تر و وســیع‌تر از اثبــات آن قضیه اســت. یک برهان
یا استدلال می‌تواند ایده‌های بسیار راهگشایی را مطرح کرده و روشی 

برای اثبات‌هایی دیگر به‌دست آورد.
استدلال استقرایی مبتنی بر شواهدی است که در چند مرحله 
به‌دســت می‌آید و چالش اصلی اینجا شکل می‌گیرد که آیا می‌توان 
از این مشــاهدات به یک نتیجه‌گیری کلّی رسید و آیا این مقدمات 
برای رسیدن به آن نتیجه کلّی می‌تواند نقش یک اثبات را ایفا کند؟
اگر به‌دنبال یک اســتقرا )نتیجه‌گیری کلّی از مشاهدات جرئی( 
و رســیدن به یک حکم کلیّ، مثال نقضی ظاهر شــود؛ مســلماً آن 
روش اســتقرایی به نتیجة درستی منتهی نشده است ولی اگر برای 
آن نتوانیم مثال نقضی پیدا کنیم، آیا آن حکم کلّی یا فرمول به‌دست 
آمده اثبات شده است؟ به دو مثال زیر که در ریاضیات بسیار معروف 

هستند دقت کنید:

 1 مثال 
فرمــا رابطة  را برای یافتن و تولید اعداد اول )به‌ازای 
( بیان کرد و البته او برای  و . . . و  به اعداد  هر 
اول 5 و 17 و 257 و 65537 دست یافت و سپس برای هر  

‌ادعای خود را مطرح ســاخت امّا ســال‌ها بعد اویلر به‌ازای 
‌بــه عدد  رســید که بــه حاصل‌ضرب

دو عدد اول تجزیه شد یعنی: 
 

 2 مثال 
گلدباخ نیز با یک روش اســتقرایی ادعا کرد که هر عدد زوج و 

بزرگتر از 2 را می‌توان به‌صورت مجموع دو عدد اول نوشت: 
 

تاریخ و فلسفه ریاضی

  اشاره:   در قســمت قبل به برهان‌های تصویری و نقش آن‌ها در استدلال‌ها و اثبات‌های ریاضی پرداختیم در این قسمت سعی دارم
به نوع دیگری از استدلال‌ها که به نوبة‌خود تأثیرات بسزایی در شکل‌گیری بسیاری از نظریه‌ها و گرایش‌های ریاضی داشته است بپردازم.

می‌توان آن را ریاضیات استقرایی نامید و بحث ما راجع ‌به استقراء است و این‌که آیا اساساً استدلال‌های استقرایی را می‌توان ابزاری 
برای اثبات ریاضی در نظر گرفت و این‌که تا چه حد به آن‌ها می‌توان اتکاء کرد؟

  قسمت هفتم          

استدلال استقرایی

   فلسفه  ریاضی 
چیست؟



27
شمارۀ 8     دورۀ متوسطه 2 دورۀ سوم  پاییز 1403  

تاکنون هیچ مثال نقضی برای ایــن ادعا یا این حکم کلّی پیدا 
نشده است و به همین دلیل این حکم کلّی را حدس گلدباخ می‌نامند.
شاید این استدلال استقرایی متقاعد کننده باشد، امّا یک برهان 
ریاضی محســوب نمی‌شود، ولی اگر روزی یک اثبات برای آن یافت 

شود این حدس به یک قضیه تبدیل می‌شود.
جنــاب فرما حدود 370 ســال قبل حدس دیگــری را مطرح 
کرد و آن حــدس این بود که معادلــة  برای هر 
 جواب‌های صحیح و نابدیهی ندارد. )نابدیهی به معنی ناصفر

.)x و y یا  و
حدود 20 سال پیش اندرو وایلز 
در چند مرحله و با اثبات چند حدس 
مطرح شــده از طــرف ریاضی‌دانان 
دیگر )که سعی در اثبات حدس فرما 
داشــتند( موفق شــد این حدس را 
اثبات کند و پس از اثبات، این حدس 
به قضیة فرما تبدیل شد. )توجه دارید 

که معادلة فوق به‌ازای  دارای بی‌شمار جواب است که همان 
  و    و    و  اعـداد فیثـاغورسی هستنـد ماننـد 

هرمضرب این سه عدد مانند10، 6 ، 8 . 
‌شاید خوش‌بینانه‌ترین تحلیل از روش‌های استقرایی این باشد که
ملاحظات و مشــاهدات اســتقرایی و نتیجه‌گیری‌های کلّی از آن‌ها 
در فعالیت‌هــای ریاضی و بخصوص ابداع قضیه‌ها نقش مهمی دارند 
‌امّا اســتدلال یا برهــان ریاضی فقط می‌تواند یــک تحلیل واقعی و

یک اثبات محسوب شود.
یک برهان دقیق ریاضی، مبتنی بر اصول اولیه یا اصل موضوع‌ها 
اســت و البته این سؤال مطرح می‌شــود که این اصول اولیه از کجا 
‌آمده‌اند و چرا ما آن‌ها را باور داریم آیا با اســتدلال‌های اســتقرایی

به این اصول موضوع‌ها یا اصول اولیه رسیده‌ایم؟
اگر چنین باشــد که در واقع ما به نوعی استدلال‌های استقرایی 

را پذیرفته‌ایم!
‌در این‌جــا نظــر دو نفر از فلاســفه )راســل و گــودل( دربارة

همین‌موضوع اصول اولیه یا اصول موضوعه را بیان می‌کنیم:
راسل می‌گوید »ما عموماً اصول اولیه را باور داریم زیرا ملاحظه 
‌می‌کنیــم که نتایج آنهــا صادق‌اند، نه این‌که نتیجه‌هــا را بپذیریم
دلیل‌که اصول اولیه صـــادق‌اند« ولی استنـــتاج مقدمـات ‌به این‌

)اصول اولیه( از نتیجه‌ها، همان استقراء است بنابراین روش پذیرش و 
صدق در اصول اولیه ریاضیات در واقع روشی استقرایی است.

گودل در این زمینه تقریباً با راسل هم عقیده است و می‌گوید:
‌»اصول اولیه را باور داریم زیرا که نتایج آن‌ها درســت هستند،

این‌دلیل که خود آن‌ها بدیهی‌اند« نه به‌
در ادامة‌مطلب چند استدلال یا برهان تصویری که پایه و اساس 
آن‌ها را استقراء تشکیل می‌دهد )زیرا شکل‌ها محدود و از مشاهدات 
محدود فرمول‌ها را نتیجه می‌گیریم( و البته تا هر کجا که بخواهیم 

می‌توانیم شکل و نمودارها را ادامه دهیم.
I( 

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

* * * * * *

II( 
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III( 
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گفت‌و‌گو
  زنده‌یاد غلامرضا یاسی‌پور

 استادبیرشک لطفاً نقش ریاضیات را در علوم پایه و کامپیوتر 
توضیح بدهید.

ریاضیات در همة علوم تأثیر دارد. حتی در زیست‌شناسی و حقوق 
هم تأثیــر دارد. علوم پایه بدون ریاضیات کاری نمی‌توانند انجام 
بدهند. اگـر ریاضیات نبود دسترسی به فضا به این کیفیت میسر 
نمی‌شد و اگـــر ریاضیات نبود شیمی این‌قدر پیشرفت نمی‌کرد. 
ولی همین‌طور که خدمتتان عرض کردم در علوم غیرعلمی هم 

مثل حقوق و زیست‌شناسی تأثیر شایانی دارد.
‌کامپیوتر بر یک قسمتی از ریاضیات متکی است که به مبنای 2
اجرا می‌شــود ریاضیــات معمولی به مبنای ده می‌باشــد، ولی 

کامپیوتر به مبنای 2 اســت. اگر این ریاضیات نبود ممکن نبود 
این همه علوم را به‌صورت ســاده درآورد، البته وقتی با مبنای 2 
حســاب می‌کنیم، مفصل‌تر است، اما چون جوابش دو عدد صفر 
است و 1، دو عدد هستند، یکی از آن‌ها یعنی قطع، دیگری یعنی 
وصل، بنابراین چون با برق کار می‌کند، قطع و وصل می‌شــوند. 

پس ریاضیات به مبنای 2 اساس کار کامپیوتر است.

اطلاع دارید که هزارة ســوم را »هزارة ریاضیات« نامگذاری 
کرده‌اند. لطفاً در رابطه با ریاضیات در هزارة ســوم برایمان 

صحبت کنید.

 اشاره:   این نوشته با استفاده از مصاحبه‌ای انجام شده که در سه برنامه در 75/9/27 و 75/10/4 و 75/10/11 از برنامة در جهان ریاضی 
شبکة 2 سراسری رادیو پخش شده است. مصاحبه کننده همکارمان آقای شادروان غلامرضا یاسی‌پور بوده‌اند. 

نشستی داشتیم با استاد ارجمند جناب آقای بیرشک، استاد را همه می‌شناسیم و از تأثیرشان در ریاضیات ایران آگاهیم. سؤال‌هایی 
 داشتیم دربارة ریاضیات و کتاب‌های درسی و نقش ریاضیات از استاد که استاد با توجه خاص به آن‌ها پاسخ دادند. با تشکر از استاد ارجمند

آن‌ها را با هم می‌خوانیم.

 پای صحبت 
استاد احمد بیرشک

در باغ تجربه‌ها
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به عقیدة من مطلقاً قابل پیش‌بینی نیســت. به دلیل این‌که 
ســرعت علــم روزافزون نیســت، دم‌افزون اســت. یعنی هر دم 
‌ترقی بیشــتری می‌کند. بنابراین کسی نمی‌تواند پیش‌بینی کند
در سال 2000 به بعد چقدر در این مورد پیشرفت خواهد داشت. 
به‌همین‌جهت ســال 2000 را اسمش را گذاشته‌اند سال جهانی 
ریاضی و در آن‌جا در تمام کشــورهای جهان تا این سال دربارة 
ریاضیات بحث می‌کنند. در ایران هم دانشــگاه‌هایمان شــروع 
کرده‌اند و تکیه داده به گروه‌هایی که کار انجام می‌دهند. اما برای 
این‌که در آینده چه خواهند کرد، آدم فکر می‌کند که رســیدیم 
به مقصد، اما تازه می‌بینیم یک چیز تازه‌تری هست. اگر بخواهیم 
در نظر بگیریم پیشــرفت ریاضیات را در قرن نوزدهم و بیستم و 
بخواهیم حساب کنیم، باید بگوییم ریاضیات در قرن بیست‌و‌یکم 

دست‌کم چهار برابر قرن بیستم ترقی خواهد کرد.

 وضعیت آمــوزش ریاضی در ایــران را چگونه می‌بینید و 
پیشنهادهای جنابعالی در این مورد چیست؟

آموزش ریاضی مدت‌ها به جد گرفته نشده بود و سال‌های متمادی 
بود که از تماس با علم روز محروم بودیم، ولی اخیراً شروع شد به 
انجام کارهایی و نوید خوبی می‌دهد به ما، مشروط به این‌که کمی 
جدی باشــیم، ما در دانشــگاه‌هایمان تا به حال دربارة ریاضیات 
جدی نبودیم. شاید بتوانم عرض کنم دربارة هیچ‌یک از علوممان 
به اندازة‌کافی جدی نبوده‌ایم، ولی فعلًا نهضتی شروع شده است 

و امیدواریم به جایی برسد.

 جناب اســتاد، به نظر جنابعالی کتاب‌های کمک درســی 
مفیدند؟ و به‌طور کلی شرایط یک کتاب کمک درسی خوب 

چه مواردی هستند؟
آن وقتی که من درس می‌خواندم، تعداد موادی که تدریس می‌شد 
از حالا کمتر بود، ولی مقداری که در هر ماده تدریس می‌شــد از 
حالا بیشتر بود، یعنی عمق مدارس متوسطه در قدیم خیلی بیشتر 
از حالا بود. حالا آن‌قدر هست که فقط باید مقدار مختصری گفت 
و گذشت، پس کتاب‌های درسی مطلقاً کافی نیست. کتاب کمک 
درسی آن‌چه را که در کلاس نمی‌توان آموخت، به آدم می‌آموزد، 
به‌نظر من کتاب‌های کمک درســی اگر خوب تهیه شوند، بهترین 

کاری خواهد بود برای دانش‌آموزان و حتی دانشجویان.

 جناب بیرشــک در حال حاضر وضع مقالات ریاضی ایران 
چگونه است؟

خوب اســت! عرض کنم به حضورتان در حدی که انجام می‌شود 
کمتر از آن‌چه که در دانشگاه‌هاست نیست. نسبت‌اش خوب است 
و روز به روز هم بیشتر می‌شود. توجه به مقالات علمی خیلی زیاد 
شــده است. الآن ما مجلاتی که کاملًا علمی هستند، یعنی صرفاً 
)علمی( هستند، متعدد داریم در نهایت توسط یک عده کوشش 

می‌شود که نقص‌ها جبران شوند. خوب است.

 جناب استاد بیرشک بفرمایید به نظر شما تفاوت ریاضیات 
محض و کاربردی و نقش آن‌ها در ابعاد مختلف چگونه است؟
توجــه بفرماییــد که خــود متن ســؤال می‌تواند مقــدار قابل 
ملاحظه‌ای از اختلافشان را توضیح دهد. ریاضیات کاربردی یعنی 
آن‌هایی که عملًا مورد اســتفاده هستند. طبعاً فایده‌ها‌شان برای 
‌جامعه زیادتر اســت، اما ثباتشــان بر مقالات صرفاً ریاضی است.
مــا در مقــالات صرفاً ریاضی مســتقلًا کاری نکردیــم و کاری 
نمی‌کنیم. الآن معدودی هستند از استادان ریاضی ما که مقالات 

صرفاً ریاضی مجلات خارجی را هم می‌خوانند.
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 اســتاد به نظر شما فلســفة ریاضیات چیست؟ آیا فلسفة 
ریاضی بخشی از ریاضیات است یا بخشی از فلسفه؟

تعداد رشته‌های ریاضی در حال حاضر آن‌قدر زیادند که هیچ‌کس 
‌نمی‌تواند در همة رشــته‌های ریاضی تخصص داشته باشد حتی
در بعضی از رشته‌ها یک عمر لازم است که آدم تخصص پیدا کند. 
فلسفة ریاضی به معنی فلسفه نیست، بلکه روش‌هایی را که برای 
آســان کردن درک ریاضی و ثمربخش بودن آن است، مجموعاً 
فلسفة ریاضی را تشکیل می‌دهد. کتاب‌های فلسفة ریاضی مرتب 

روی روش‌های مختلف ریاضی بحث می‌کند.

 در این مرحله خوشــحال می‌شــویم از خاطرات خودتان 
برایمان بازگو کنید.

من دربارة خاطراتم نمی‌توانم زیــاد صحبت کنم، به‌دلیل این‌که 
عمرم دراز بوده و سراســر خاطره اســت. انتخاب کردن و گلچین 
کردن هم مشــکل است، دیگر این‌که خاطرات افراد خیلی به درد 
دیگران نمی‌خورد. بنابرایــن من فقط می‌توانم دربارة یک خاطرة 
ریاضی که به قول یکی از دوستان به داستان می‌ماند صحبت کنم؛ 
من تحصیلاتم بسیار نامرتب بوده، برای این‌که در خدمت پدر بودم. 
پدر عضو گمرک بود و مجبور بود در مرزها خدمت کند. آن وقت‌ها 
هم که من نوجوان بودم در مرزهایمان هیچ وسیلة تحصیل نبود. 
در نتیجه مقدمات را پیش پدر آموختم و بعد هم خودم شروع کردم 
پیــش خودم کار کردن، بنابراین خیلــی جنبة خودآموخته دارم. 
چیزهایی که یاد گرفتم خودم یاد گرفتم. باری در دورة ابتدایی فقط 
‌شش ماه مدرسه رفتم، در دورة متوسطه شش سال را در دو سال
طی کردم. یعنی ســال‌های اول و دوم متوسطه را تابستان پیش 
خودم خواندم، پیش یک معلمی خواندم، ســال سوم را در مدرسه 
خواندم سال چهارم را پیش خودم خواندم سال پنجم را در مدرسه 
خواندم سال ششم را پیش خودم خواندم تا دورة متوسطه تمام شد.
خاطره‌ای که دارم دربارة ســال چهارم است. من سال سوم را 
کــه امتحان دادم کتاب‌ها را زدم زیــر بغل و رفتم خدمت پدر، که 
تابستان را با هم باشیم، در آن‌جا تا توانستم تلاش کردم و یاد گرفتم. 
آمدم تهران که کلاس چهارم را امتحان بدهم و بروم کلاس پنجم. 
وقتی که آمدم شــهریور گذشته بود و امتحانات تمام شده بود. هر 
مدرسه‌ای که رفتم برای امتحان تجدیدی گفتند امتحاناتمان تمام 
شده کاری نمی‌توانیم بکنیم. من هم نمی‌خواستم یک سال عمرم 
تلف بشود. بعد از این‌که از همه‌جا ناامید شدم به من خبر دادند که 

در خیابان امیریه، خیابان منیریه، مدرســه‌ای هست به نام »شرف 
مظفری« آخرین امید بود. رفتم به مدرسه، مدیر مدرسه مردی بود 
خیلی جدی و با هیبت و وســط اتاق ایســتاده بود. سلامی کردم و 
گفتم ماجرا این است، می‌خواهم امتحان بدهم. گفت: »امتحاناتمان 
تمام شده نمی‌توانیم امتحان بگیریم، پسر برو.« اصرار کردم، به دلیل 
این‌که آخرین امید بود، گفت: »بهت می‌گویم نمی‌توانیم. پسر اسمت 
چیست؟« گفتم: »اسمم احمد بیرشک است.« گفت: »احمد بیرشک 
تویی!؟« گفتم: »بله« گفــت: »خوب برو به آن آقای ناظم که کنار 
اســتخر راه می‌روند بگو برایت یک فکری بکنند.« من با خوشحالی 
رفتم ســراغ آقای ناظم سلام کردم. آقای ناظم همان کسی بود که 
بعدهــا در وزارت آموزش و پرورش به وزارت رســید. دکتر مهران، 
آن وقت اســمش صادقی بود، رفتم سلام کردم و مطلبم را گفتم. 
ایشان خیلی مؤدب، نه این‌که بگویند پسر برو، گفت: »خیلی معذرت 
می‌خواهم، خیلی دلم می‌خواست کاری انجام بدهم ولی امتحاناتمان 
تمام شــده و کاری نمی‌توانیم بکنیم.« گفتم که آقای ناظم؛ آقای 
مدیر به من گفتند که بیایم خدمت شما برایم کاری انجام بدهید، نه 
این‌که بگویید نمی‌شود. گفت: »اقای مدیر فرمودند؟« گفتم: »بله«. 
گفت: »خوب، اسم شما چیست؟« گفتم: »اسم بنده احمد بیرشک 
است.« گفت: »آقای احمد خان بیرشک جنابعالی هستید؟!« گفتم: 
»بله بنده هستم.« گفت: »خوب فردا صبح بیایید امتحان بدهید.« 

روز بعد رفتم امتحان دادن و بالاخره رفتم کلاس پنجم.
این مطلب برای من معما شــده بود که آدمی که تهران را بلد 
نیســت، دو تا آدم بزرگ مثل رئیس و ناظم یک مدرســه چه‌طور 
با اسمش آشنا هســتند که اسمش مشکل‌گشا می‌شود؟! تحقیق 
کردم. بعد معلوم شــد همان مدرســه که مدرســة »شرف« بود 
شاگردی داشت در کلاس سوم، همکلاس من، می‌خواست امتحان 
بدهد، این‌ها دنبال این بودند که شاگرد اول ایران را بیرون بدهند، 
عبدالرسول دبیر شاگردشان بود، دنبالش بودند. امتحانات را داده 
بود بعد رفته بودند نتیجه را بگیرند دیده بودند عبدالرســول دبیر 
با معدل 15/87 شده شــاگرد اول ایران، اما دو نفر معدل 15/87 
‌دارند یکی عبدالرسول دبیر اســت و یکی به اسم احمد بیرشک،
به خاطرشان مانده بود. پس وقتی من آمدم به ایشان گفتم اسمم 
‌احمد بیرشک است دیدند این همان کسی است که با شاگرد اولشان

هم نمره است.

 با تشکر از استاد احمد بیرشک.
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واژگان ریاضی
 اکرم قابل‌رحمت

 1 مثال 
 

 

برای تشکیل fog به روش زیر عمل می‌کنیم.

	
 

:gof به طریق مشابه برای تشکیل

	

  نتیجه‌:  ......................................................................................

 

 2 مثال 
 و  دامنه و ضابطه  را 

به‌دست آورید:

حل: .................................................................................	 
 

 	

  قسمت )2(  

توابع
ترکیب

 مقدمه:  در شماره قبل با مفهوم ترکیب توابع آشنا ‌شدید.
با توجه به گســتردگی مطالب، نتوانستیم همه را ارائه 
بدهیم و مثال‌های مربوط به این مبحث را در این شــماره 

ملاحظه می‌کنیم

f(g(x))f(x)x

fg
h = f 0 g
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لازم اســت کــه  را حــل کــرده بــا 
  اشتراک بگیریم.

 
 

اکنون ضابطه  را به‌دست می‌آورید.

 3 مثال 
  و   اگــر 

باشد.
gof  )1 را به‌دست آورید.

حل: ................................................................................. 

f زوج مرتب است ترجیحاً از نمودار پیکانی استفاده می‌کنیم.
	

2(   را به‌دست آورید.

حل: ................................................................................. 
ابتدا باید به تابع g نگاه کنیم،  را به‌دست آوریم.

 

ابتدا  را حل کرده و بعد با  
اشتراک می‌گیریم.

غ ق ق   	
 

 

 
	

 

 4 مثال 

     و   اگر  

باشند.

1(  را به‌دست آورید.

 

2(  را به‌دست آورید.
	

 

 

در هر سطر اشتراک می‌گیریم

 

 

 

واژگان ریاضی
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دو نمونه از مسأله ترکیب به‌صـورت ماشین که در کنکور 
توجه است: مورد‌

 5 مثال 
gx f 3x + 1 با توجه بـه ماشـین

اگر  باشد حاصل  را به‌دست آورید.

حل: .................................................................................	 
 

حال  را می‌خواهیم، پس: 
    یا 
 

 6 مثال 
در ماشین مقابل، ورودی کدام است؟

f g

2x - 2ورودی 4
3

x
x + 1

حل: ................................................................................. 
داریم:                                                  

 

 

ق ق  

غ ق ق  

 

 بعضی خواص در ترکیب توابع
1( ترکیب توابع، خاصیت جابه‌جایی ندارد.

 
2( ترکیب توابع، خاصیت شرکت‌پذیری دارد.

 

     	  )3

4( ترکیب هر تابع با وارونش، تابع همانی می‌شود.
 

در رابطه با خاصیت 4 به مثال زیر توجه کنید:

 7 مثال 
تابع f به معادله  مفروض است.

1(  را به‌دست آورید.
2( ضابطه  و  را به‌دست آورید.

3( نمودار  و  را رسم و مقایسه کنید.

حل: .................................................................................  
1(   

 
 

2(  

 
3(

  

 
y

x x

y

2

2

fof  -1  f  -1of 

y = fof  -1

عزیزان: با توجه به محدودیت‌ها نمی‌توان مثال‌های بیشتری 
را ارائه نمود و توصیه می‌شــود بــرای درک بهتر این  مطالب 

مسأله‌های بیشتری را حل کنید.
۝منبع ..............................................................................................

کتاب حسابان 1 سال سوم دبیرستان
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ریاضیات کاربردی
  جلال سرحدی )دبیرستان‌های عباس‌آباد ـ مازندران(

  را نسبت به x، به‌صورت  مشتق 
نشان می‌دهیم. می‌دانیم در دایره به شعاع r، مساحت را با  
و محیط را با  نشان می‌دهند. مشاهده می‌کنیم که محیط 
دایره برابر اســت با مشتق مســاحت دایره نسبت به متغیر r یعنی: 

.  
هم‌چنین می‌دانیم حجم کره به شــعاع r را با  و 
  نشان می‌دهند. مشــاهده می‌کنیم که  مســاحت را با 
مساحت کره برابر است با مشتق حجم کره نسبت به متغیر r یعنی: 

.

  سؤال :   آیا آن‌چه که در مورد دایره دیدیم   در مورد 
چند ضلعی‌های منتظم به ضلع a نیز برقرار است؟

r = شعاع دایره محاطی S = مساحت P = محیط

سه‌ضلعی 
منتظم 3a

چهار‌ضلعی 
منتظم 4a

شش‌ضلعی 
منتظم 6a

هشت‌ضلعی 
منتظم 8a

 n ضلعی
منتظم na

با توجــه به جدول قبل بــه وضوح دیده می‌شــود که محیط 
چندضلعی منتظم با مشتق مساحت نسبت به اندازة ضلع )a( برابر 

نیست یعنی:  .
 a ضلعی منتظم را نه برحســب n حال اگر مســاحت و محیط
)اندازة‌ ضلع(، بلکه برحسب اندازة شعاع دایرة محاطی )r( بنویسیم، 

جدول زیر را خواهیم داشت:

a  =  اندازه ضلع S = مساحت P = محیط

سه‌ضلعی 
منتظم

چهار‌ضلعی 
منتظم

شش‌ضلعی 
منتظم

هشت‌ضلعی 
منتظم

 n ضلعی
منتظم

با توجــه به جدول فوق بــه وضوح دیده می‌شــود که محیط 
چندضلعی منتظم با مشــتق مساحت نســبت به اندازة شعاع دایرة 

محاطی )r( برابر است یعنی:  .

  در مورد    سؤال :   آیــا آنچه که در مورد کره دیدیم 
چند وجهی‌های منتظم به یال a نیز برقرار است.

 کاربردی از 
مشتق در هندسه

 کاربردی از 
مشتق در هندسه
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r = شعاع کره محاطی V = حجم S = مساحت کل

چهار‌‌وجهی 
منتظم

شش‌‌وجهی 
منتظم

هشت‌‌وجهی 
منتظم

دوازده‌وجهی 
منتظم

بیست‌وجهی 
منتظم

بــا توجه به جدول فوق به وضوح دیده می‌شــود که مســاحت 
چند‌وجهی منتظم با مشــتق حجم نســبت به اندازة یال )a( برابر 

نیست یعنی:  .
 a حال اگر حجم و مســاحت چند وجهی منتظم را نه برحسب
)اندازة یال(، بلکه برحســب اندازة شعاع کره محاطی )r( بنویسیم، 

جدول ذیل را خواهیم داشت: 

a = اندازة یال V = حجم S = مساحت کل

چهار‌‌وجهی 
منتظم

شش‌‌وجهی 
منتظم

هشت‌‌وجهی 
منتظم

دوازده‌وجهی 
منتظم

بیست‌وجهی 
منتظم

بــا توجه به جدول فوق به وضوح دیده می‌شــود که مســاحت 
چندوجهی منتظم با مشتق حجم نسبت به اندازة شعاع کره محاطی  

)r( برابر است یعنی:  .

 تذکر: چند وجهی‌هــای منتظم که آن‌ها را اجســام افلاطونی 
می‌نامند، عبارتند از: چهار وجهی منتظم، شــش وجهی منتظم، 
هشت وجهی منتظم، دوازده وجهی منتظم و بیست وجهی منتظم.

اندیشه
تفریح

پارچه‌فروشی می‌خواهد پارچه‌هایش را با 40% سود بفروشد. اما وسیله‌ای که برای اندازه‌گیری 
به‌کار می‌برد طول مناسبی ندارد. به همین دلیل متوجه می‌شود که به‌جای 40% سود فقط %39 
سود عایدش شده است. طول وسیله‌ای را که او برای اندازه‌گیری به‌کار برده است تعیین کنید. 

 جواب:   فرض کنیم پول خرید یک متر پارچه، یک تومان و طول وسیله‌ای که برای انازه‌گیری مورد استفاده 
قرار گرفته  است  L  باشد. هنگامی‌که پارچه‌فروش گمان می‌کند که یک متر پارچه‌ فروخته  است، در ‌واقع   
L  متر  فروخته است و قیمت خرید آن L  تومان می‌باشد. پس در واقع این مقدار پارچه را به 1/40 تومان 
فروخته  است و   L - 1/40 تومانبرای   L  تومان خرید، سود برده است. بنابراین درصد سود او برابر است با:

پس وسیلة اندازه‌گیری او قدری بیشتر از 7 میلی‌متر، بزرگتر از یک متر بوده است



36

آموزشي
  محمدحسن گورانی

  اشاره:   یکی از پر استرس‌ترین درس‌های کنکور سراسری درس هندسه و گسسته است که همواره مورد بحث دانش‌آموزان چه در زمان
خواندن، چه در هنگام پاسخ‌گوئی در امتحان کنکور، به منظور کم شدن این استرس در دفتر مجله تصمیم گرفتیم که سؤال‌های کنکور 
مرحله اول و دوم 1403 را با کتاب درسی مطابقت دهیم تا رهنمونی برای شما در کنکور پیش‌رو باشد. انشالله در این شماره و شماره‌های 

بعدی به این مهم خواهیم پرداخت.
در درس هندسه این کنکور برخلاف سال‌های قبل با تمرینات زمان‌بر کمتری مواجه بودیم. سؤالات هندسه این آزمون تقریباً مشابه 

کنکور سال 1401 بود و از 1402 ساده‌تر بود.
طراح یا طراحان محترم این آزمون توجه ویژه‌ای به متن کتاب درسی داشتند.

  هندسه 1 )تست‌های 26-29(   

26.  فاصله کدام نقطه از ســه ضلع مثلث ABC ، همواره 
یکسان است؟

	   2( تلاقی سه میانه 1( تلاقی سه ارتفاع
	   4( تلاقی سه عمود منصف 3( تلاقی سه نیمساز

در صفحة 19 کتاب درســی فعالیتی اســت که بــا مطالعه آن 
فعالیت به راحتی می‌توان این تســت را پاسخ گفت که متن فعالیت 

در ذیل آمده است.

مثال 
می‌دانیم که هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه 
به یک فاصله است و هر نقطه که از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله 

 تحلیل سؤالات هندسه  1  ،  2  و  3   
  کنکور سراسری 1403
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باشــد، روی نیمساز آن زاویه قرار دارد. حال با کامل کردن استدلال 
استنتاجی بیان شده نتیجه بگیرید که نیمسازهای زاویه‌های داخلی 

هر مثلث همرس‌اند.
و لذا گزینة »3« پاسخ تست است.

27.  در شــکل زیر،  و  است. 
اندازه DC کدام می‌تواند باشد؟

	8 )1
	7 )2
	6 )3
5 )4

10

11

B

A

E D C

در صفحة 33 کتاب درســی تمرینــی داریم که حل آن کمک 
زیادی به حل این تست می‌کند.

در شکل مقابل مساحت مثلث ACE سه برابر مساحت مثلث 

ADE  و دو برابر مساحت مثلث ABD است. نسبت‌های  و 

 را به‌دست آورید.

CB ED

A

فرض کنید  
مثلث ABE قائم‌الزاویه است. پس:         
دو مثلث ACE و ADE به حالت دو زاویه متشابه‌اند. پس: 

CB x xE D

A

α

α

10

11

 

البته نباید انتظار داشته باشــید که عین متن کتاب برای شما 
‌در هندســه )مخصوصاً( سؤال کنکور باشــد همین که مشابه آن را 

در کتاب دیده باشیدا باید ایده بگیرید و تمرین را حل کنید.

28.  در مربع شــکل زیــر، نقطة M وســط ضلع AB و 
 است. مســاحت مثلث سایه‌خورده 

کدام است؟
4/75 )1
4/25 )2
3/75 )3
3/25 )4

6

A M

F

D

B

C

α

E

‌این تســت از تســت‌های جدید در کنکور بود که مشابه آن را 
در کنکورهای قبلی و کتاب نداشته‌ایم.

33A M

F

D

B

C

α

α

6
E

دو مثلــث AMF و MBC بــه حالت دو زاویه متشــابه‌اند. 
  پس:   بنابراین: 

مثلث AMF قائم‌الزاویه است و MF وتر است بنابراین: 

 	

‌در مثلث قائم‌الزاویه BE ،BMC نیمساز است )قطر مربع(. پس:
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29.  در شکل زیر،  است. اگر    ،
 و  باشد، اندازه BC  کدام است؟

	    )1
  )2
	   )3
  )4

A D F

E

B

C

این تمرین مربوط به صفحة 41 کتاب درسی و همچنین کمک 
گرفتــن از رابطه‌های طولی مثلث قائم‌الزاویه که هم در این کتاب و 
هم در کتاب هندســه 2 آمده است قابل حل است که البته تمرین 

آشنایی است و به راحتی می‌توان حل کرد.

اثبات قضیة فیثاغورس و روابــط طولی دیگر در مثلث 
قائم‌الزاویه

در مثلث EF ،DEC ارتفاع وارد بر وتر است. پس: 

 
در مثلث BF ،ABC ارتفاع وارد بر وتر است. پس:

 
در مثلث قائم‌الزاویه BFC رابطة فیثاغورس را می‌نویسیم:

 
توجه داریم که در هندســه 1، در این آزمــون از فصول 3 و 4 

سؤالاتی مطرح نشده 

  هندسه 2 )تست‌های 30-32(   

30. در شکل زیر، طول وتر AB کدام است؟

A

B

10

6

5

12
7

17 )2 		 16 )1
19 )4 		 18 )3

مشابه فعالیت صفحة 18 کتاب درسی

1. دو وتــر AB و CD در نقطة M در داخل دایره یکدیگر را 
قطع کرده‌اند.

 الف( از A به D و از C به B وصل کنید و نشــان دهید 
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دو مثلث MAD و MBC متشابه‌اند.
ب( با توجه به تشابه این دو مثلث داریم: 

 

و در نتیجه:                          
به روابط طولی داریم: 	بنا‌

 
	

 

31.  در کدام تبدیل، همواره جهت شکل حفظ می‌شود؟
2( دوران 		 1( بازتاب

4( تجانس 		 3( انتقال
ابتدا متذکر می‌شــوم که در صفحة 50 کتاب درســی می‌توان 
چنیــن تمریناتی را پیدا کنیم و بعد از آن به نظر بنده این ســؤال 
دارای ایراد اســت برای حل آن در دیدگاه زیر را در نظر می‌گیریم و 

مسأله را حل می‌کنیم.
1. اگر ایراد تایپی باشد.

اگر منظــور طراح محترم این بوده کــه در کدام تبدیل 
»همواره جهت شــکل حفظ نمی‌شــود« گزینة »1« درست 

است که خود کلمه همواره ابهام ایجاد کرده است.
2. اگر ایراد تایپی نباشد.

اگر برداشت طراح از جهت چیزی مثل جهت بردار بوده باشد، 
انتقال پاسخ مسأله خواهد بود و لذا گزینة »3« درست است.

از دیــدگاه بنده گزینة 3 محتمل‌تر اســت می‌توان ایراد 
تایپی را مدنظر قرار نداد.

مساحت شکل
 را حفظ 
می‌کند

جهت شکل
 را حفظ 
می‌کند

شیب خط
 را حفظ
 می‌کند

اندازه زاویه 
را حفظ 
می‌کند

 طول پاره‌خط
  را حفظ 
می‌کند

بازتاب

انتقال

دوران

تجانس

32.  در یک مثلث متساوی‌الساقین، اندازة قاعده 16 و اندازة 
 میانه وارد بر آن، نصف قاعده اســت. اندازه میانه نظیر 

هر ساق کدام است؟

  )2 		   )1

  )4 		   )3

 

کافی اســت که قضیة کســینوس‌ها صفحة 67 کتاب درسی را 
مطالعه کرده باشید حل این تست راحت خواهد بود.

A

B C

M

ü
ï

ïï ý
ï

ï
ïþ45‌°

28

28 16

 

 : قانون کسینوس‌ها
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  هندسه 3 )تست‌های 33-36(   

33.      اگر A  و B  دو ماتریس مربعی مرتبع 2 و   

 باشــد، حاصل‌ضرب درایه‌های غیرواقع بر قطر اصلی

ماتریس  کدام است؟

-9 )4            9 )3      	 -3 )2 	 3 )1 
در درس 1، هندسه 3 چندین تمرین مشابه تست آمده است که 
یکی از آشناترین تست‌ها برای هر دانش‌آموز خواهد بود. فقط کافی 

است درس خوانده باشید.

 
	

 

 

  اگر  بشــود، سطر سوم ماتریس  .34

 کدام است؟
   )2     	    )1
   )4     	    )3   

تعریف توان در تمرین 5 صفحة 20 کتاب درســی آمده اســت 
یعنی با حل و فراگرفتن آن تمرین حتماً این مســأله را حل خواهید 

کرد.

5. اگر A ماتریســی مربعی باشــد و توان‌های A را به‌صورت 
 و  و . . . 

و  در این صورت با فـرض 

  حاصل  و  و  را بیابید.

	 سطر سوم  سطر سوم 

 

 سطر سوم  

 سطر سوم  

35.  کانون‌های یک بیضی نقاطی با طول   و  
روی محور xها هســتند. اگر خروج از مرکز بیضی  

باشد، طول قطر کوچک این بیضی کدام است؟

 )2   		      )1   

  )4   		     )3   

خروج از مرکز بیضی در صفحة 48 کتاب درسی تعریف شده و 
فرمولش هم آمده است.

اگر  و  کانون‌های بیضی باشند.

 

 

 



ور
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مهـرداد  و آرش بـرای خـوردن شـام 
 به رســتوران رفته بودندو برای مهرداد

5 ظرف و برای دوستش 3 ظرف غذا آوردند. 
در همین موقع دوستشان،‌ علی، سر رسید 
و آن‌ها غذایشــان را با او تقسیم کردند. 
 علی پس از صرف غذا، ســهم خود را که

16 تومان بود پرداخت. در صورتی که بهای 
برابر  تمام غذاهای ســفارش داده شده 
باشد، مهرداد و آرش هر کدام چه مبلغی 

از این 16 تومان را دریافت کرده‌اند؟

36. یک متوازی‌السطوح توسط بردارهای  ،
 و  تولید شده و صفحة 
P شامل بـردارهای b و c اسـت. انـداز‌ة ارتفـاع ایـن 

متوازی‌السطوح عمود بر صفحة P، کدام است؟

  )2   		       )1

  )4   		     )3

اگر صفحة 83 کتاب درسی را مطالعه کرده باشید حتماً بر حل 
این تست ظفر خواهید یافت این هم شاهد مدعا )کنکور 1394 تست 

شماره 54(.

54.  بر روی ســه بــردار  و  و 
 یک متـوازی‌السطوح سـاخته شـده است. 
اگر قاعد‌ة این متوازی‌السطوح را بردارهای a و b تشکیل 

دهند، ارتفاع متوازی‌السطوح کدام است؟

	1/5 )2   		  1 )1

2 )4   		     )3

 

 

 

اندیشه
تفریح

 جواب:   چون ســهم هر نفر 16 تومان است بنابراین 
قیمت کل غذاهای سفارش داده شده 48 = 3 × 16  

تومان می‌باشــد. از طرفی مجمــوع ظرفه‌های 
ســفارش داده شــده، 8 = 3 + 5 ظرف و قیمت  
هر کدام نیز برابر می‌باشــد، پس قیمت هر طرف 

غذا، 6 = 488 تومان است.
چون مهرداد 5 ظرف ســفارش داده بود، قبلا 
بایــد 30 = 5 × 6 تومان می‌پرداخــت که اگر از 
آن سهم مســاوی 16 تومان را برداریم می‌شود  
 14 = 16 × 30 تومان یعنی مهرداد باید 14 تومان از 
علی بگیرد. همین‌طور آرش قبلا 18 = 6 × 3 تومان 
باید می‌پرداخت که اگر 16 تومان را از آن کم کنیم 
می‌شــود 2 = 16 - 18 تومان، بنابراین آرش هم 2 
تومان باید از علی بگیــرد. به عبارت دیگر از 16 
تومانی که علی بابت غذا پیش پرداخت، 14 تومان 

به مهرداد و 2 تومان را به آرش داده است.
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آموزشي
  اکرم قابل‌رحمت

 

- 2 1

1

3

y = f (x)

A

1

- 1

y = sin x

B

π
π
2

3π
2 2π

0

* دامنة تابع به معادله  برابر  است ولی ما نمودار تابع را در یک دوره تناوب آن یعنی  در نظر گرفته‌ایم.

رسم نمودار تابع به معادله )x( y  = - f )انعکاس به محور xها(1(

  باشد. آن‌گاه نقطه  نقطه‌ای از منحنی تابع به معادله     نقطه‌ای از منحنی تابع به معادله  اگر نقطه 

است و به‌عکس.

 مقدمه:   سلام به شما دانش‌آموزان خوبم
این مقاله در مورد یکی از مباحث مهم کتاب درسی، انتقال توابع است بـرای ارائـه و یادگـیری بهتر شمـا دو منحنی در ذیل 

به نام‌های A و B آمده است که تمام مثال‌ها برای دو منحنی اعمال شده است. 

 تبدیلات 
و انتقال توابع
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  باید قرینه نمودار تابع به معادله  را نسبت به محور xها رسم کنیم. به شکل‌های    نتیجه‌:   برای رسم نمودار تابع 
زیر توجه کنید: 

 

- 2
- 1 1

1

- 1

2 3

A y = -f (x)

1

3

2

- 3

- 1

- 2

B

π
π
2

3π
2

2π

y = - sin x 

 	
رسم نمودار تابع به معادله )x-( y  =  f  )انعکاس به محور yها(2(

  است. نقطه‌ای از منحنی تابع به معادله  
 
   باشد، آن‌گاه نقطه   * اگر نقطة   نقطه‌ای از منحنی تابع به معادله  

   نتیجه‌:    برای رســم نمودار تابع به معادله  باید قرینه نمودار تابع به معادله  را نســبت به محور yها رســم کنیم.
به شکل‌های زیر توجه کنید: 

- 3

1

- 1

2

A y = f (-x)

1

- 3

- 1

- 2

B y = sin (-x)

- 2π
- π π

2-

-3π
2

  
در انعکاس توابع )شماره 1 و 2( داریم:

تابعدامنهبرد

 
 
 

* در  دامنه تغییر نمی‌کند.                                          * در  برد تغییر نمی‌کند
* در هر دو حالت انبساط و انقباض نمودار تابع تغییر نمی‌کند.         * در موارد فوق دامنه و برد می‌تواند بازه‌های باز یا نیم باز باشند.

A
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رسم نمودار تابع به معادله )x + k( y  = f  )انتقال افقی(3(

نقطــه‌ای از منحنی تابع به معادله 
  

  باشــد. آن‌گاه نقطه    نقطه‌ای از منحنی تابع به معادله  اگــر نقطه   

   است.

  را k واحد در راستای محور xها تغییر مکان دهیم.   نتیجه‌:   برای رسم نمودار تابع به معادله  باید نمودار تابع به معادله 
‌اگــر  آن‌گاه هــر نقطــه از منحنــی تابع f به اندازه k به‌ســمت چپ محــور x ها منتقل می‌شــود اگر  آن‌گاه هــر نقطه از

منحنی تابع f به اندازه  به‌سمت راست محور x ها منتقل می‌شود.

به شکل‌های زیر توجه کنید:

	
B π به راست منتقل ‌می‌شود.

2
y =  sin (x - π2®نمودارتابع  )

1

- 1

ππ
2

5π
2

3π
2 2π

0

B π به چپ منتقل ‌می‌شود.
2

y =  sin (x + π2®نمودارتابع  )

1

- 1

π
π
2

3π
2 2π

0

π
2

A y =  f (x - 1)®نمودار f یک واحد به راست منتقل ‌می‌شود.

- 1- 3 1

1

2 3

A y =  f (x + 1)®نمودار f یک واحد به چپ منتقل ‌می‌شود.

- 2 - 1 10

1

2 3 4

رسم نمودار تابع به معادله x( + k( y  =  f  )انتقال عمودی(4(

  باشــد. آن‌گاه نقطه  نقطه‌ای از منحنــی تابع به معادله    نقطــه‌ای از منحنی تابع به معادله  اگــر نقطه 

  است.

  باید نمودار تابع به معادله  را  k واحد در راستای محور yها انتقال دهیم.   نتیجه‌:   برای رسم نمودار تابع به معادله 
اگــر  آن‌گاه هر نقطــه از منحنی تابع f به اندازه  به طرف بالای محور yها می‌رود اگر  آن‌گاه هر نقطه تابع f به اندازه 

 به طرف پایین محور yها می‌رود.
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به شکل‌های زیر توجه کنید:

A

- 2 - 1 1

1

2

2 3

 
 

y =  f (x ) + 1A®نمودار f یک واحد به بالا منتقل ‌می‌شود.

- 2 1

- 1

3

y =  f (x) - 1®نمودار f یک واحد به پایین منتقل ‌می‌شود.

B

1

3

2

2πππ
2

3π
2

y =  sin x + 2B®نمودارتابع 2 واحد به بالا منتقل می‌شود.

- 3

- 1

- 2

2ππ
π
2

3π
2

y =  sin x - 2®نمودارتابع 2 واحد به پایین منتقل می‌شود.

در انتقال افقی و عمودی )شماره 3 و 4( داریم:

تابعدامنهبرد

  
 
 

* در انتقال افقی برد تغییر نمی‌کند.   * در انتقال عمودی دامنه تغییر نمی‌کند.
* در انتقال افقی و عمودی، انبساط و انقباض تابع تغییر نمی‌کند.  * در موارد فوق دامنه و برد می‌تواند، بازه‌های باز یا نیم باز باشند.

 تذکر:  می‌توان موارد گفته شــده را با هم در یک مســأله 
 k که   مطــرح کرد به‌طــور مثال 

انتقال افقی و  انتقال عمودی است.

تمرین

با توجه به نمودارهای A و B، نمودار توابع زیر را رسم کنید.
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)5y  = kf )x(  رسم نمودار تابع به معادله

  است.   باشد. آن‌گاه نقطه  بر منحنی تابع به معادله    نقطه‌ای از منحنی تابع به معادله  اگر نقطه   

   باید عرض هرنقطه از منحنی تابع f را در k ضرب کنیم.   نتیجه‌:  برای رسم نمودار تابع به معادله 

، نمودار f در امتداد محور yها با خرید، k کشیده می‌شود )انبساط عمودی( * اگر 
* اگر   ، نمودار f در امتداد محور yها با خرید، k کشیده می‌شود )انقباض عمودی(

به شکل‌های زیر توجه کنید.

انقباض عمودی دارد.

B

1

- 1

1
2

 - 1
2

2π
ππ

2

3π
2

 

1 ضرب ‌می‌شود.
2 y =  1®عرض نقاط منحنی در 

2  sin x  

انبساط عمودی دارد.

- 3

3

2π
ππ

2

3π
2

 

B  y =  3sin x®عرض نقاط منحنی در3 ضرب می‌شود.

 انقباض عمودی دارد. 

A

- 2 1

1

3

1
2

1 ضرب ‌می‌شود.
2 y =  1®عرض نقاط منحنی در 

2 f (x ) 

 
 

انبساط عمودی دارد.

A

- 2 1

1

2

3

 
 

y =  2‌f (x)®عرض نقاط منحنی در 2 ضرب می‌شود.
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)6y  = f )kx(  رسم نمودار تابع به معادله

  نقطه‌ای بر منحنی تابـع بـه معـادله    نقـــطه‌ای بر منـحنی تابـع به معـادلـه  باشد. آن‌گاه نقطه  اگر نـــقطه 

  است.

  باید طول هرنقطه از منحنی تابع f را  ضرب کنیم.   نتیجه‌:  برای رسم نمودار تابع به معادله 
* اگر   ، نمودار f در امتداد محور xها با ضریب  جمع می‌شود )انقباض افقی(

* اگر  ، نمودار f در امتداد محور xها با ضریب  کشیده می‌شود )انبساط افقی(

به شکل‌های زیر توجه کنید:

انقباض افقی دارد.

B 1 ضرب ‌می‌شود.
2  y = sin 2‌x®طول نقاط منحنی در 

1

- 1

2

ππ
2

π
4

3π
2

2π

3π
4

 
 

انبساط افقی دارد.

B ) y = sin®طول نقاط منحنی در 2 ضرب ‌می‌شود. 1
2x)  

- 2 - 1

1

- 1

2π 3π 4π
ππ

2
3π
2

5π
2

7π
2

انبساط افقی دارد.

A 1 ضرب ‌می‌شود.
2  y =  f (2‌x )®طول نقاط منحنی در 

- 2 - 1 1

1

2 31
2

3
2

 
 

انبساط افقی دارد.

A f ( x2®طول نقاط منحنی در 2 ضرب می‌شود. )

6

1

2- 4

 6
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 از میان 34 دانش‌آموزی که مورد بررسی قرار گرفته‌اند، 28 نفر در شنا، 19 نفر در اسکی روی آب،
11 نفر در پرش ارتفاع و 17 نفر در دوچرخه‌سواری شرکت دارند. 

 چنانچه همة دانش‌آموزان حداقل در یک فعالیت شرکت کرده باشند، و 12 نفر فقط در یک فعالیت،
8 نفر دقیقاً در دو فعالیت و 9 نفر دقیقاً در سه فعالیت ورزشی سهیم باشند، چه تعدادی در هر چهار 

فعالیت شرکت کرده‌اند؟

در نمودارهای با انبساط و انقباض )شماره 5 و 6( داریم:

0 >  k >  1 k  <  1 تابعدامنهبرد

   

  انبساط عمودیانقباض عمودی

 انقباض افقیانبساط افقی

* در  دامنه تغییر نمی‌کند.
* در  برد تغییر نمی‌کند.

* در موارد فوق دامنه و برد می‌تواند بازه‌های باز یا نیم باز باشند.

 تذکر: می‌توان موارد مطرح شده را با هم در یک مسأله ارائه داد.
به‌طــور مثال در تابــع    ،  yها را k برابر کرده و c واحد انتقال در راســتای محور yها 

می‌دهیم و نمودار f را b واحد در راستای محور xها انتقال داده و xها را در  ضرب می‌کنیم.

تمرین 1 

در شکل‌هـای داده شـده A و B نمودار توابع زیر را رسم کنید.

 

 

تمرین 2

در بند  5 و 6 اگر  باشد چه می‌توان گفت؟

۝منابع .............................................................................................
کتاب ریاضی 1 و ریاضی 3 و حسابان 2 دبیرستان

اندیشه
تفریح

 جواب:   ) 9 + 8 + 12( - 34 

 



ضرب‌ماتریس‌ها
 مهدی‌اقبالی‌املشی

* amlashi@mshdiau.ac.ir

.1

.4

.3

.2

.5

.6

.7

ضرب‌ماتریس‌ها

لطفاً
‌‌‌‌روزِ‌بی‌ریاضی
‌‌‌نداشته‌باشیم.

ریاضیات‌‌یک‌صفحه‌ای

 توابع هموگرافیک

 

را در نظر بگیرید.

 fog ترکیب

 

حال ماتریس های A و B را که از ضرایب f و g به دست می آیند، 
در هم ضرب کنیم.

 

 

 یعنــی AB، خودش ماتریــس ضرایب نظیر در fog اســت. 
 این شــاید بهانة ضــرب ماتریس ها به این صورتی که هســت، 

بوده باشد.
 )بـا مطالعـــة کتـاب ارزشمند ریاضیدانـــان نـامی، نـوشتـة

ار یک تمپل بل، ترجمة حسن صفاری، این موضوع به ظهور رسید.( 

حال برای 
 

fof (x) را بیابید. 

برای اســتفاده از ضرب ماتریس ها در پیدا کردن ترکیب توابع 
هموگرافیــک، می توانید توابع درجــه اول را هم به این صورت 

وارد کنید: 
  

با ماتریس ضرایب 
 

حالا با فرض

 

 

بیابید موارد زیر را: 
fog )الف
goh  )ب

  hogof )ج 
fofofof  )د
                     

آموزش و علم«  �« 
 در

»�آیات و احادیث«

حکمت و دانش، رسول اکرم )ص( :
 

گمشده افراد با ایمان است.

﴿ �آداب تعلیم  و تربیت / ص 195﴾

 امام علی )ع( :

در نکوهش جهل،

همین کافی است که جاهل خود را

آن تبرئه می کند. از �

ضاٴ / ص40﴾
﴿ المحجة البی

امام علی )ع( :

ت علم، همین بس که 
در شراف

 
آن را نمی داند،  که �

کسی 
 

آن را  آن می شود و اگر � مدعی �

 
به او نسبت دهند، شاد می گردد.

ضاٴ / ص40﴾
﴿ المحجة البی

بنویسسید؛ زیرا شما نمی توانید  امام صادق )ع( :

 
جز با نگارش، دانش را حفظ 

 

و از �آن نگهبانی کنید.
﴿ غررالحکم / 482﴾

‌با‌نهایت‌تأســف‌و‌تأثر‌درگذشت‌دانشمند‌فرهیخته‌و‌
استاد‌گرانقدر‌و‌بسیجی،‌شادروان‌دکتر‌ابراهیم‌ریحانی‌
را‌بـه‌جامعـة‌ریـاضی‌کـشور‌و‌خانـواده‌معزز‌ایشـان،‌
تسـلیت‌عرض‌نموده‌و‌برای‌ایشـان‌مغفرت‌الهی‌و‌برای‌
‌بـازمانـدگان‌صبر‌و‌شکیبـایی‌از‌درگاه‌خداوند‌متعـال

‌خواستاریم.
‌هیأت‌تحریریه‌و‌شورای‌سردبیری
‌مجله‌برهان‌دانش‌و‌تفکر‌ریاضی
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فصلنامۀ  آموزشی، تحلیلی و اطلاع رسانی   

borhan.dtmath2@gmail.com :رايانامه

  آشنايی با هندسه       مفهوم فناوری نانو )نانو تکنولوژی( و کاربرد آن  ترکیب توابع     

  مجموعه ها و گراف ها  تحلیل سؤالات هندسه  1 ، 2 و 3 )کنکور سراسری 1403(        

  دورۀ   سوم    پاییز     1403 48 صفحه    بها: 000´0 5  تومان

سجزی

برخی از تألیفات ریاضی سجزی
 رساله فی وصف القطوع المخروطیئ:

یک نسخه از این رساله در کتابخانة لیدن موجود است و وپکه 
قسمت مختصری از آن را به زبان فرانسوی ترجمه کرده است.

 رسالئ فی قسمئ الزاویئ المستقیمئ الخطین بثلثئ اقسام متساویئ: 
موضوع این رساله تثلیث زاویه است. یک نسخة خطی از آن در 
کتابخانة لیدن موجود است و وپکه آن را به زبان فرانسوی ترجمه 

کرده است.
 عمل المسبع فی الدائره و قسمئ الزاویئ المستقیمئ الخطین ثلاثئ 

اقسام متساویئ: 
موضوع قسمت اول این رساله محاط کردن هفت ضلعی منتظم در 
دایره است و موضوع قسمت دوم تثلیث زاویه است. یک نسخة خطی از 
این رساله در »کتابخانه خدیویه« مصر موجود است و کارل شوی آن را 

به زبان آلمانی ترجمه کرده است.
 رسالئ فی شکل القطاع:

این رساله را سجزی بعد از کتاب »النسبئ المولفئ« نوشته است، 
زیرا چندین بار در آن به کتاب النسبئ المولفئ  ارجاع داده است.

 ثبت براهین بعض اشکال کتاب اقلیدس:
یک نسخه از این رساله در »ایندیا آفیس« موجود است.

 رسالئ فی اخراج الخطواط فی الدوائر الموضوعئ من النقط المعطائ:
 این رساله مشتمل بر سیزده مسئلة هندسی است.

 رسالئ تحصیل القوانین الهندسیئ المحدودئ:
این رساله مشتمل بر یازده قضیه دربارة هندسه و مخروطات است 
 و سجزی در آن دو تألیف خود به نام های فی تعلیقات هندسیئ و

 فی خواص القطع الناقص اشاره کرده است.
 رسالئ فی الجواب عن المسائل التی سئل فی حل الاشکال المأخوذه 

من کتاب المأخوذات لارشمیدس: 
این رساله مشتمل بر پانزده مسئله هندسی است و از این رساله یک 
نسخة خطی در پاریس موجود است. سدیو مقدمه و صورت مسائل آن 

را به زبان فرانسوی ترجمه کرده است.
 کتاب فی الاجوبئ عن مسائل سألها عنه بعض مهندسی شیراز:

این رساله مشتمل بر ده مسئلة هندسی است و یک نسخه از آن 
به خط ابوسعید سجزی در پاریس موجود است.

 کتاب فی مساحئ الاکر بالاکر:
از این کتاب یک نسخة خطی به خط سجزی در کتابخانة ملی 

پاریس موجود است.
 و ...

جعفر زیدی
دبیر ریاضی 

کارشناس ارشد 
ابوسعید احمدبن عبدالحلیل سجزی از مشاهیر و ریاضی دانان سیستان و از منجمان معروف قرن چهارم هجری تاریخ علم

بوده است. وی بیشتر عمر خود را در شیراز گذراند و تاریخ تقریبی دورة زندگی اش بنا به تحقیق سوتر، بین 340 تا 415 ق 
بوده است.

ابوسعید

معاصران و نظردهندگان دربارة کارهای سجزی
 ابوسعید با ابوریحان بیرونی معاصر بوده و در دورة عضدالدوله دیلمی
نوشته است. امیر آل بویه  نام عضدالدوله،  به  را  تألیفات خود  از   بسیاری 

برخی از آثار خود را نیز به سیدامیر ابوجعفر احمدبن محمد، از امیران بلخ، 
تقدیم کرده است. بیرونی بارها در آثار خود از سجزی نام برده و راه حل هایی 

از مسائل هندسه از وی نقل کرده است.
بـیرونی در کتـاب استیعاب الوجوه الممکنئ فی صنعئ الاسطرلاب 
نوشته است: »از ابوسعید سجزی اسطرلابی از نوع واحد و بسیط دیدم 
 که از شمالی و جنوبی مرکب نبود و آن را اسطرلاب زورقی می نامید. او را 
به جهت اختراع این اسطرلاب تحسین بسیار کردم.« بیرونی در این کتاب سه 
نوع اسطرلاب ساخته شده توسط سجزی به نام های شقایقی، آسی و زورقی 

را شرح داده است.

توصیفی از آثار ریاضی ابوسعید سجزی
از آثار سجزی مشخص است که ایشان در هندسه بسیار زبردست بوده 
زمان سجزی  تا  است.  کرده  مخروطی  قطوع  تقاطع  دربارة  تحقیقاتی  و 
ریاضی دانان مسئلة تثلیث زاویه را با روش هندسة متحرک به وجهی تقریبی 
حل می کردند، ولی سجزی این مسئله را به کمک روشی کاملًا هندسی، 
یعنی تقاطع یک دایـره و یک هـذلولی متسـاوی القطرین، حل کرد و آن را 

»روش هندسة ثابت« نامید.
از سجزی حدود 38 کتاب و رساله می شناسیـم که حدود 20 کتاب آن 
در مسائل ریاضی و بقیه دربارة احکام نجوم است. مجموعة خطی از کتاب ها 
و رساله هـای سجزی به دستخط خـودش که در شیراز استنسـاخ کرده، 
در کتابخانة ملی پاریـس به شمارة 2457 موجود است. سـجزی در کتاب 
المدخل الی علم الهندسه می گوید در سیستان ابزار عظیم و مهمی ساختم.

..................................................................................................................................................................................................... ۝منابع 
1. قربانی، ابوالقاسم، )1375(. زندگی نامة ریاضی دانان دورة اسلامی. انتشارات مرکز نشر دانشگاهی. تهران. چاپ پنجم.

2. قربانی، ابوالقاسم، )1350(. ریاضی دانان ایرانی از خوارزمی تا ابن سینا. انتشارات مدرسه عالی دختران. تهران. چاپ اول.
3. گلیپسی، چارلز کلستون )1366(. زندگی نامة علمی دانشوران. ترجمة احمد بیرشک و دیگران. انتشارات علمی و فرهنگی. تهران.


