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شماره :

 تیراژ: 5000  نسخه 50́  تومان   بها: 000  دورۀ   دوم    تابستان     1403 48 صفحه   

 مجله ریاضی برهان دانش و تفکر ریاضی، 
 از همه دبیران ریاضی، دانش آموزان 

 و علاقه مندان به ریاضی در زمینههای زیر 
دعوت به همکاری می کند:

 نگارش مقاله های کاربردی ریاضی
)کاربرد در زندگی روزمره و علوم دیگر(

 نگارش مقاله های کمک آموزشی )منطبق با سرفصل های 
کتاب درسی ریاضی دوره متوسطه دوم(

 طرح معماها و جدول های ریاضی
برای  آن ها  به همراه حـل  مسابقه ای  مسـائل  طرح   

دانش آموزان
 نگارش مقاله های خواندنی ریاضی، مانند تاریخ ریاضیات، 

لطیفه های علمی و آموزشی و ...
 تهیه گـزارش از مـدارس موفق و مصاحبه با دبیران و 

دانش آموزان موفق.

 لطفاً در مقاله های ارسال شده :نکات زیر را در نظر بگیرید
 مطالب یک خط در میان و در یک روی کاغذ نوشته و 

در صورت امکان تایپ شود.
 شکل قرار دادن جدول ها، نمودارها و تصاویر پیوست و 

در حاشیه مطلب نیز مشخص شود.
 نثر مقاله، و از نظر دستور زبان فارسی درست باشد و 

در انتخاب واژه های علمی و فنی دقت شود.
 برای ترجمه مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقیق آن، 
به همراه ترجمه یک بند از آن، به دفتر مجله ارسال شود 
تا مورد بررسی شورای نویسندگان قرار گیرد و پس از 
تصویب مقاله، سفارش ترجمه به فرستندۀ مقاله داده 

خواهد شد.
 در متن های ارسالی تا حد امکان از معادل های فارسی 

واژه ها و اصطلاحات استفاده شود.
 پی نوشت ها و منابع، کامل و شامل نام اثر، نام نویسنده، 
نام مترجم، محل نشر، ناشر، سال انتشار و شماره صفحه 

مورد استفاده باشد.
 چکیده ای از اثر و مقاله ارسـال شـده در حـداکثر 250 

کلمه، همراه مطالب ارسال شود.
 در مقاله های تحقیقی یا توصیفی، واژه های کلیدی 

در انتهای چکیده ذکر شود.
هم چنین:

 مجله در پذیرش، رد، ویرایش یا تلخیص مقاله های رسیده 
مجاز است.

 مقاله های دریافتی درصورت پذیرش یا رد، بازگشت داده 
نمی شود. 

صلنامۀ  آموزشی، تحلیلی و اطلاع رسانی
ف
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حرفاول سخن دبیر شورا

 نوشتن را
»جدّی«  بگیرید؟

هوالطیف

ســعی کنید آن را به صورت یک عادت در وجودتان نهادینه کنید؛ نوشــتن را می گویم. هر روز بنویســید، 
 

هر شب بنویسید، باور کنید نوشتن اعجاز می کند.

 خداوند به قلم و هر آنچه می نویســد قســم خورده اســت. آرزوهای خودتان را بنویســید تا محقق شــوند. 
شما هدفی را  که می نویسید خلق خواهید کرد.

وقتی اهدافتان را می نویســید، با آن ها زندگی می کنید و از جایی که باور نمی کنید و شــاید از مســیری که 
فکرش را هم نمی کرده اید، به آن ها دست می یابید.

دوستان خوبم، نوشتن را جدّی بگیرید و این فرهنگ خوب را در خود ایجاد کنید.

 در حدیثــی گهربار، پیامبر اکــرم )ص( فرمودند: »قید العلم بالکتـابه..« )بحارالانــوار، ج 58، ص124(. یعنی
با نوشتن، علم را به زنجیر بکشید )در اختیار بگیرید(.

فرهنگ و عادت خوبِ نوشتن را در خودتان ایجاد کنید. بکوشید مطالبی را که یاد گرفته اید، و یا مهم هستند 

و باید به یاد بسپارید، به قلم خودتان، یعنی با زبان خودتان روی کاغذ بیاورید.

اگر تلاش کنید و خودتان را ملزم کنید به نوشتن، ماندگاری مطالب و دقت و تمرکز شما بیشتر می شود. 

مکتوب کردنِ مطالب باعث می شود قدرت حفظ کردن در شما تقویت شود.
به این روایت جالب دقت کنید:

»مردی نزد پیامبر از ناتوانی خود در حفظ کردن شکایت کرد. رسول خدا )ص( فرمودند: »استعن 

 بیمینک « )الهیثی، نورالدین/ مجمع الزواند و منـبع الفواند / ج 1، ص 152(: حفظ را با دست راست
یاری کن! یعنی، آنچه را می شنوی، بنویس.«.

مؤید و پیروز باشید

حمیدرضا امیری
)دبیر شورای سردبیری(
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آموزشي

 تعریف زاویه:
هرگاهنیمخطیماننــدOA،حولیکیازنقاطشدورانکند
)برایراحتینقطةابتدایعنیOرادرنظرمیگیریم(تابهوضعیت
جدیدOBبرســد)مطابقشــکل1(.آنقسمتازصفحهکهباید
OBجــاروبکندتابروضعیتثانویــهخودیعنیOAنیمخــط
منطبقشــود،زاویهبینOAوOBمینامیــم.بهطورکلی،زاویه

ازدورانیکنیمخطحولیکیازنقاطشحاصلمیشود.

B

A

O

A

B

O

 شکل 1 .............................................................................

باتوجهبهتعریفزاویه،واضحاســتکهمیتوانزاویهایچون
،CD،ABرا)مطابقشــکل2(باهریکازکمانهای

EFیاMNنمایشداد.

O
A

C
E

N

B
D

F
M

 شکل 2 .............................................................................

مقیاسهایاندازهگیریزاویه)درجه،گراد،رادیانواجزایآنها
ـمسألههایحلشده(

OAتعریف درجه و اجزای آن: هرگاهنیمخطیچون الف.
حــولنقطةO،آنقدردورانکندتابرخودشمنطبقشــود،
شــکلحاصلیکدایرهبودهوگوییمنیمخطOAیکدوران
کاملانجامدادهاست.اگرایندورانکاملرا)دایرهرا(به360
قسمتتقســیمکنیم،اندازةیکقسمتازاین360قسمترا
1درجهمینامیم.بهعبـارتدیگر،اندازةزاویهایدریکدایرهرا
محیطدایرهباشد،1درجه کهاندازةکمـانِروبهرویآن

مینامیم.

 حمیدرضا امیری

در حاشیۀ مثلثات

زاویه و مقیاس های 
  قسمت اول  اندازه گیری آن
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اجــزایدرجه،عبارتاســتاز:دقیقهوثانیهکــهبهترتیببا
(نمایشمیدهیم.هردرجه،60دقیقهوهردقیقه (و) نمادهای)

60ثانیهاست)مشابهرابطةساعتودقیقهوثانیه(.
برایتبدیلایناجزابهیکدیگر،بهاینصورتعملمیکنیمکه
اگربخواهیمدرجهرابهدقیقهیاثانیه،ویادقیقهرابهثانیهتبدیل

کنیم،عملضربراانجاممیدهیموبهعکس.

، و و    مسأله 1.   اندازةزاویهایبرابراستبا
اندازةاینزاویهرا:

الف(برحسبدقیقه،ب(برحســبثانیه،ج(برحسبدرجه
محاسبهکنید.

    برحسب دقیقه



برحسب ثانیه   



برحسب درجه
 


OAتعریف گراد و اجزای آن:هرگاهنیمخطیچون ب.

یکدورانکاملانجامدهدوایندورانکاملرابه400قسمت
مساویتقسیمکنیم،اندازةهرقسمتازایناقسامرایکگراد
ازیــکدورانکامل،1گرادنامدارد(.بهطور مینامیم)
خلاصه،1گراداندازةزاویهایاســتکهاندازةکمانروبهروی

اندازةمحیطدایرهاست. آنزاویهدردایره،

 یکدرجهوانــدازةزاویة  پرســش:اگراندازةزاویــة
یکگرادباشــد،کدامبزرگترند؟اجزایگرادعبارتاستاز:
دسیگراد،سانتیگرادومیلیگراد،کههرگراد10دسیگرادو
هردسیگراد100سانتیگراد)هرگراد100سانتیگراد(وهر
سانتیگراد10میلیگراد)هرگراد1000میلیگراد(میباشد.
دراینجانیزبرایتبدیلاجــزایبزرگتروکوچکتر،عمل

ضربوبرایتبدیلاجزایکوچکتربهبزرگتر،عملتقسیم
راانجاممیدهیم.

20،)gr(عبارتاســتاز100گراد   مسأله 2.  انــدازةزاویه
،)mgr(و12میلیگراد)cgr(44ســانتیگراد،)dgr(دسیگراد

اندازةاینزاویهرا:

الف(برحســبگراد،ب(برحســبدســیگراد،ج(برحسب
سانتیگرادود(برحسبمیلیگرادمحاسبهکنید.

برحسب گراد)الف



برحسب دسی گراد  )ب



برحسب دسی گراد: روش دوم



برحسب سانتی گراد    )ج
 



برحسب سانتی گراد: روش دوم
 


      

  برحسب  میلی گراد      )د
  

  

برحسب میلی گراد: روش دوم
 

تعریف رادیان:دایرهایبهمرکزOوبهشعاعOAرادر ج.
نظرمیگیریم)شکل3(.اگرشعاعOAآنقدردورانکندتااندازة
کمانبهدستآمدهازایندوران)کمانAB(برابربااندازةشعاع
دایره،یعنیOAشود،اندازةزاویةروبهرویچنینکمانیرا،یک
رادیــانمینامیم)1رادیان،اندازةزاویهایاســتکهاندازةکمان

مقابلآنزاویه،برابرباشعاعدایرهباشد(.
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 B

AO

 شکل 3 .............................................................................

 1 رادیان

برایمحاســبةاندازةمحیطدایرهبرحسبرادیان،کافیاست
بهروبهآن1رادیاناست، محیطدایرهرابهاندازةکمانیکهزاویةرو
تقســیمکنیم،دراینصورت،اگرشعاعدایرهراLبنامیم،خواهیم

داشت:



 محیط دایره 

اندازۀ طول کمانی برابر با کمانی
 اندازۀ محیط دایره 

برحسب رادیان

تبصره:باتوجهبهتعاریفدرجه،گـرادورادیـان،انـدازةمحیط
 دایرهعبارتاســتاز:360درجــهیا400گرادیا

رادیان.

 رابطۀ تبدیل مقیاس های اندازه گیری زاویه به 
 مسأله های حل شده یکدیگر ـ

دایرهایبهمرکزOوبهشعاعLرادرنظرمیگیریم،اگرطول
کمانAMرامطابقشکل)a)4بنامیم،خواهیمداشت:

M

A

a

O

 شکل 4 .............................................................................







 



 توجه D :1رااندازةزاویهبرحســبدرجهمیخوانیموGرا

اندازةزاویهبرحســبگرادوهیــچگاهDرادرجهوGراگراد
نمیخوانیموهمینطورRرا.

 توجه 2: باتوجهبهدونسبتاولرابطة)1(داریم:



وفرامــوشنمیکنیمکهازرابطة)2(فقطوفقطبرایتبدیل
درجــهوگرادیهیکدیگراســتفادهمیکنیموهرکجاکهپای
رادیانبهمیانکشیدهشود،پایرابطة)1(رابایدبهمیانکشید!

،اندازة عبارتاسترا  مسأله 3.  اندازةزاویة
اینزاویهرا:

الف(برحسبدرجهب(برحسبرادیان،محاسبهکنید.

  داریم:


حال0/34رابهدقیقهوثانیهتبدیلمیکنیم:

برحسب دقیقه
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رابهثانیهتبدیلمیکنیم: وحالا
برحسب ثانیه 

برحسبدرجه،یعنیD،برابراستبا: پساندازةزاویه

ب(طبقرابطهتبدیلداریم:


 رادیان 

  مسأله 4.   اگر1/2برابراندازةزاویهایبرحسبگرادرابهاندازة
همانزاویه،برحســبدرجهاضافهکنیم،عدد4۵بهدستمیآید.

اندازةزاویهرابرحسبرادیانمحاسبهکنید.

:طبقفرضمسألهداریم


ازطرفیداریم:


)دومجهولرابهیکمجهولتبدیلکردیم.(

  اندازۀ زاویه برحسب گراد

ونیزداریم:

)اندازۀ زاویه برحسب رادیان( 

  مسأله 5.  اندازةزاویهایبرحسبرادیان،بـرابـراستباحاصل
براندازةهمانزاویهبرحسبدرجه،اندازةاینزاویهرا تقســیم

برحسبگرادمحاسبهکنید:
طبقفرضداریم:


ازطرفیطبقرابطةتبدیلداریم:



 
ازطرفی:

 توجه بسیار مهم: همانطورکهدرمسائلگذشتهمشاهده

کردید،ماهیچگاهDرابهمعنایدرجهدرنظرنگرفتهایمیاGرا
بهمعنایگــرادیاRرابهمعنایرادیــان؛بلکهDیعنیاندازة
زاویهایبرحســبدرجه،Gیعنیاندازةزاویهایبرحسبگراد
وRیعنیاندازةزاویةبرحســبرادیان،کهتوجهبهایننکته،

کمکقابلتوجهیدرحلمسائلمیکند.

واندازة   مسأله 6.  درمـــثلثABC،اندازةزاویـة
اندازةزاویةBاست،برحسبدرجه،ثابت زاویهCبرحسبگراد

کنیدمثلثABCمتساویالساقیناست.

:طبقفرضداریم
 

راکهبرحســبگرادداریم،برحسبدرجه حالاندازةزاویة
برحسبدرجه و بهدستمیآوریمتارابطهدیگریبینزوایای
بهدستآیدوباتوجهبهرابطة)1(دومعادلهدومجهولبهدستآید.

:داریم




)اندازۀ زاویة C برحسب درجه(

طبقرابطة)1(داریم:
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 وچون

پسمثلثمتساویالساقیناست.

درتفاضل چهزاویهایاست،اگرحاصلضرب   مسأله 7.  
عکساندازههایآنبرحسبدرجهوگراد،برابربادوبرابراندازةآن

برحسبرادیانباشد؟

طبقفرضداریم:


ایــنمعادلهدارای3مجهولاســت؛ابتدابااســتفادهازرابطة

،معادلهرابه2مجهولتبدیلمیکنیم:

 







 پس 

ازطرفیداریم:





 برحسب گراد اندازۀ  زاویة 



 تعـیین زاویـه هـای بـین عـقربـه های سـاعت 
 مسأله های حل شده در ساعت های مختلف ـ

صفحةساعترادایرهشکلفرضمیکنیموبرایمحاسبةبین
عقربههایساعتشــمارودقیقهشمار،بهصورتزیرعملمیکنیم:

)اینروشباذکرمثالیتوضیحدادهمیشود(.
مطابــق)شــکل۵(مثلًازاویــةبینعقربههایساعتشــمار
ودقیقهشــماردرســاعت1/۵راباتوجهبهتعریفزاویه،میتوان
باکمانAMنمایشدادکهاینکمانازتفاضلکمانOAازکمان
OMبهدستمیآید؛یعنی:محاســبةاینزاویهمستلزممحاسبة
کمانOAکههمانانحرافعقربهساعتشــماراســتومحاسبة
کمانOMکهانحرافعقربةدقیقهشــماراست،میباشد.انحراف
ایــنعقربههارادرحالتکلی،بهازایگذشــتهردقیقهبررســی
استونیز میکنیم؛باتوجهبهاینکهصفحةســاعت،دایرهو
به12قســمتتقسیمشده،هرقسمتیعنی:فاصلةهرعددباعدد

میباشد،پس: بعدی

O

A

M

O

 شکل 5 .............................................................................

دقیقهعقربة دقیقه شمار

30060

x =0/51

)عقربةساعتشمار،هریکدقیقه،0/۵درجهمنحرفمیشود(

دقیقهعقربة دقیقه شمار

30050

x = 61

)عقربةساعتشمار،هریکدقیقه،6درجهمنحرفمیشود(
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ادب ریاضی
ترجمة داوید هیلبرت

مشهور اســت که زرگر متقلبی، که بنا 
بود تاجی از طلا برای هیرون بسازد، مقداری 
نقره در آن وارد کرده بود و پادشاه که تقلب 
صنعتگر را حدس زده بود، از ارشــمیدس 
خواست که دربارة حل این مسأله راه چاره ای 

بیابد. 
امروزه هر محصل مدرســة متوســطه 
می داند، که چه گونه می تواند با تجربه ای ساده 
و با حساب مختصری دربارة وزن مخصوص ها 
این مســأله را حل کند و نیز همة مبتدیان 
جوان و مهندسان بحر  پیمایی و کشتی سازی 
موارد استعمال بی شمار قانونی را که به اصل 
ارشمیدس معروف است می دانند. اما مردی که 
برای اولین بار توانست از تجربه ای عادی چنین 
قانونی را نتیجه بگیرد، در مقامی مطلقاً مافوق 

مشاهده کنندگان عادی قرار داشته است. 
از این نکتــه اطلاعی نداریم که بالاخره 
زرگر را مقصر شــناختند یا نه، اما به اتکای 
افسانة مزبور معمولاً به این سؤال پاسخ مثبت 

داده می شود. 

 تذکر 1:عقربةدقیقهشــمار،فاصلة2عددمتوالیســاعت؛
رادر۵دقیقهوساعتشماررادر1ساعتیا60 یعنی
دقیقهطیمیکند،کهازاینمطالب،درتناســبهایفوق

استفادهشدهاست.

 تذکر 2:برایمحاســبةانحرافعقربةدقیقهشــمار،فقط
دقیقههــایوقتموردنظــررادرعدد6ضربمیکنیمو
برایمحاســبةانحرافعقربةساعتشمار،ساعتودقیقة
وقــتموردنظررابهدقیقهتبدیلکــردهودر0/۵ضرب
میکنیــم.مثلًادرموردیافتنزاویةعقربههایســاعتدر

همانساعت1/۵)شکل۵(داریم:

انحراف دقیقه شمار   

انحراف ساعت شمار  


زاویة بین دو عقربه  

  مسأله 8.  درساعت3و3۵دقیقـــهو4۵ثانیه،زاویةبـــین
عقربههایساعتودقیقهشمارراحسابکنید.

بــرایحلمســأله،ابتداثانیــهرابهدقیقهتبدیــلکردهوبا
دقیقههایوقتموردنظرجمعمیکنیم:

ثانیه 

جمع دقیقه و ثانیه برحسب دقیقه دقیقه

انحراف دقیقه شمار
 

انحراف ساعت شمار




زاویة بین 2 عقربه


   تبصره:    با توجـــه بـه این که عقربـة ثانیـه شمـار، فـاصلة 
هر دو عدد متوالی ساعت را در مدت 5 ثانیه طی می کند، داریم:

ثانیه

30050

x = 61

یعنی عقربة ثانیه شــمار، هــر یک ثانیــه، 6 درجه منحرف 
می شــود؛ بنابراین، با همان روش بالا و با محاســبة انحراف 
عقربة ثانیه شــمار، می توان زاویة بیــن این عقربه و دو عقربة 

ساعت شمار و دقیقه شمار را نیز به دست آورد.
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واژگان ریاضی
  اکرم قابل رحمت

 مثال 1. در زندگی )اقتصاد(: 
میزاندرآمدتابعیازساعتکارفردمیباشد. .1

2.میزانهزینهتابعیازدرآمدفردمیباشد.
بنابراین:میزانهزینهفردتابعیازساعتکاراومیباشد.

ساعت کار درآمد fهزینه g

  مثال 2. در فیزیک: 
مسافتطیشدهتوسطیکمتحرکتابعیاززماناست. .1

2.سرعتمتحرکتابعیازمسافتاست.
بنابراین:سرعتمتحرکتابعیاززماناست.

زمان مسافت fسرعت g

 مثال 3. در کشاورزی: 

تعداددانههایخوشهگندمتابعیازمیزانکوددهیگیاهاست. .1
2.میزانبرداشــتگندمتابعیازمیزانتعداددانههایهرخوشه

گندماست.

بنابراین:میزانبرداشتگندمتابعیازمیزانکوددهیاست.

شعاع کره تعداد دانه های 
خوشه گندم

f... برداشت g

 مثال 4. در هندسه:

حجمکرهتابعیازشعاعآناست. .1
مساحتکرهتابعیازحجمآناست. .1

بنابراین:مساحتکرهتابعیازشعاعکرهاست.

 مقدمه:   دانش آموزان در سال های یازدهم و دوازدهم ترکیب توابع را می خوانند که از مباحث بسیار مهم است ولی متأسفانه 
نسبت به این درس احساس خوشایندی ندارند.

به نظر من یکی از دلایلش این می تواند باشد که با مفهوم و کاربرد آن آشنایی ندارند و این درس را در قالب فرمول می بینند.
به همین دلیل لازم دانستم که برای این مطلب ابتدا چند مثال کاربردی بزنم.

)2(

  قسمت )1(  

ترکیبتوابع
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شعاع کره حجم کره fمساحت کره g

[شما می توانید در علوم دیگر نیز مثال هایی ارائه دهید.]

همانطورکهملاحظهکردیددراینمثالهاصحبتازدوتابع
شدهاســتحالدرحالتکلیاینمثالهارادرقالبریاضیطرح

میکنیم.

 تعریف: دوتـابـعfوgرادرنـظرمیگـیریـمکـه
نمودارزیرشبیهسازیمثالهایبالااست.

g (x)

fog

g f
x f (g(x))

ورودی خروجی

ماشــینبالارادرنظربگیریدکهماشینهایfوgراترکیب
میشود. میکندومحصولبهازایxبرابر

اگراینماشــینراhبنامیماینماشــینرابانمادfogنشان
. میدهیمکه

برایدرکبهترمطلببهمثالهایزیرتوجهکنید.

 1 مثال 
g)1+)ورودی(3=)ورودی 

f)3)ورودی(=)ورودی 
 
 

سهبرابر+1 مکعب


 2 مثال 

x x3
2x3

f g
ورودیمکعبدوبرابر خروجی

g
gof

f 12۵۵ 2×12۵=2۵0



بهطورکلی:

 

 3 مثال 


r

v s
4
3

πr3
شعاعکره 4

34π
4
3

πr3

 




 تذکر:میتوانیکتابعراباخودشترکیبکرد.

 4 مثال 

f
fof

f 918 9
2

x
f f

نصفنصف
x
2 x

4


 

بهطورکلی:


 تذکر:میتواندویاسهیاnتابعراترکیبکرد.

 5 مثال 


x

f g h
دوبرابرمنهای 3مکعب
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ادب ریاضی

منهموارهبهاقتضایذوقخویشبهمطالعهدرریاضیاتپرداختهامونهبهعلّتتمایلبهشهرتهای
بیحاصلکهاصلًاتوجهیبهآنهاندارم.بزرگترینتفریحمنآناستکهخطسیرمخترعانراتعقیبکنم
ونبوغآنانرابههنگاممواجههباموانعمشاهدهنمایموموانعیکهآناندرسرراهخویشدیدندوتوانستند

ازآنهابگذرنددرنظرآورم.
درچنینموردیسعیمیکنمخویشتنرابهجایایشانقراردهمواینمسألهرامطرحسازمکهدر
چنینمقامیمنخودبرایعبورازاینموانعچهمیکردهاموباوجودآنکهدرغالبموارداینجانشینی
موجبتوقفمنمیگرددوبرایمنحسرتوخفتایجادمیکندولیبرعزتنفسخودغلبهمیکنمو
اینمختصرخفترابالذتاستفادهازتوفیقآنانباشایستهترینوضعجبرانمیسازم.درمواردمعدودی
کهاقبالیامنیاریمیکندوموفقمیشومکهچیزیبرآثارآنانبیفزایمهمةلیاقتاینتوفیقرابهاولین
کوششهایآنهانسبتمیدهموخویشتنراقانعمیسازمکهاگرآناندروضعمنقرارداشتندخیلیبیشتر

ازآنمیرفتندکهمنرفتهام.

ی
ار

صف
ن 

س
 ح

مة
رج

، ت
ی

ام
ن ن

انا
ی د

اض
 ری

ب
تا

ز ک
ا

اکنونآمادگیداریمکهتعاریفراارائهدهیم.

 تعریف: اگرfوgدوتابعباشــندتابعfogرابهشــرطیکه
باشدبهصورتزیرتعریفمیکنیم:

f
fog

g
g)x(x f(g)x()

برقرارنباشدfogتشکیلنمیشود. *اگرشرط

 



 تعریف: اگرfوgدوتابعباشــندتابعgofرابهشــرطیکه
باشدبهصورتزیرتعریفمیکنیم.

g
gof

f
f)x(x g(f)x()



برقرارنباشدgofتشکیلنمیشود. *اگرشرط
 

 

باشد تعریف: fتابعباشدتابعfofرابهشرطیکه
بهصورتزیرتعریفمیکنیم:

f
fof

f f)x(x f(f)x()

نباشدfofتشکیلنمیشود. اگر
 

 

***
دانشآموزعـزیزبهدلیلمفصلبـودنمطلبمثالهـایمرتبط

بهاینمبحثدرشمارهآیندهارائهخواهدگردید.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . نامۀ لاپلاس در 28 سالگی به دالامبر . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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ریاضیات کاربردی
  منصوره رسولی

 تکنیک های مدیریت ریسک 
باتوجهبهاستراتژیهاواهدافتعیینشده،شرکتهاممکناست

بهطرقمختلفیباریسکهایموجودبرخوردکنندکهعبارتنداز:

 پرهیز از ریسک:شرکتهاممکناستازریسکموردنظر
پرهیزکنندوعواملبهوجودآورندةآنراازبینببرند.

 پذیرش ریسک:درمواردیهمافرادوشرکتهاریسک
رامیپذیرند.دراینحالتداراییهایشرکتبایدبهگونهایباشدتا
بتوانداثراتریسکمربوطهراکاهشدهدودرصورتبروزمشکلات
بتواندآســیبهایواردهراجبرانکند.ازسوییدیگربرایپذیرش
ریســک،شرکتهااحتمالاتیرافرضمیکنندتابتواننددرصورت

وقوعمشکلاتمختلف،آسیبهایمربوطهرابهحداقلبرسانند.

 کاهش ریســک:اقدامدیگــریکهشــرکتهاوافراد
دربرخــوردبــاریســکمیتوانندانجــامدهند،کاهشریســک
مربوطهاست.شــرکتهامیتوانندباانجاماقداماتی،احتمالوقوع
رویدادهایمشکلزاراکاهشدهندتابهاینترتیببتوانندریسک

راکمکنند.

 تقسیم ریســک:دراینتکنیکتعــداددویابیشتراز
شــرکتهاریســکمربوطهراپوشــشمیدهند.بنابراینباتوجه
بهمدیریتریسکتوسطشــرکتهایمتخصصدرحوزهمربوطه

میزانریسکبهنحوبهتریمدیریتمیشود.

 چکیده:   برای شــروع هر کسب و کاری نیاز اســت تا در ابتدا ریسک ها و موانع آن ارزیابی شود. این موضوع برای کسب و کارهایی 
 که قصد گســترش فعالیت های اقتصادی خود را دارند نیز صادق است. بنابراین برای اینکه شرکت ها بتوانند میزان ریسک های موجود
در فعالیت اقتصادی را ارزیابی کنند، باید اقداماتی را برای کنترل و کاهش ریسک انجام دهند که به آن مدیریت ریسک می گویند. با توجه 
به اینکه همواره احتمال ایجاد ریســک های جدید وجود دارد، بنابراین شرکت ها همواره به مدیریت ریسک نیاز دارند. در واقع مدیریت 
ریســک به زبان ساده، برنامه ریزی برای انجام اقداماتی است که از خطرات و تهدیدات احتمالی جلوگیری می کند. برای مثال زمانی که 
برای اجتناب از خیس شدن زیر باران، چتر خود را همراه می برید، این اقدام نوعی مدیریت ریسک است که از خیس شدن شما جلوگیری 
 می کند. برای مدیریت ریســک در ابتدا نیاز است تا ریسک ها را شناسایی و از لحاظ اهمیت، آن ها را دسته بندی کنیم. سپس با توجه

به برنامه ریزی های انجام شده، اقدامات لازم را انجام دهیم. در این مقاله اشاره ای به ارتباط ریاضی با موضوع ریسک می نماییم. 

در مدیریت ریسککاربرد  ریاضی
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 انتقال ریســک:دراینتکنیکشــرکتمربوطهپساز
شناساییریسکآنرابهشــرکتهایدیگریانتقالمیدهد.این
شــرکتهاباتوجهبهاهدافکاریمربوطهموظفهســتندموارد

مربوطبهپوششریسکراانجامدهند.

 محدود کردن  ریسک:دربرخیمواردشرکتهاباتوجه
بهنوعریسکهایموجودســعیمیکنندبامحدودکردنریسک
مدیریتبهینــهایرادرحوزهمربوطهانجــامدهند.دراینحالت
شرکتهاباانجامتکنیکهاییسعیمیکنندازگسترشریسکبه

حوزههایدیگرجلوگیریکنند.
شکلزیرتوصیفیازریسکرانشانمیدهد.


 ریسک عملیاتی 

ریسکعملیاتییکیازریسکهایشناساییشدهدرسازمانها
بالاخصدربانکهااســتکهدامنهگســتردهایداشتهوناشیاز
خطاهایموجوددرعملکردفردیویانقصسیســتمیامشکلات
فرآیندیمیباشدوکمیتهبالکهدرادامهمعرفیخواهدشدتوجه
ویژهایبهآندارد.فرایندمعمولمدیریتریسکعملیاتیرامیتوان

به۵گامبنیادینتقسیمکردکهدرشکلزیرآمدهاست:

شناسایی ارزیابی اندازه گیری  پایش  و
گزارش دهی

 کاهش و
کنترل

زندگیامروزدرحالیادامهمییابدکهشرایطعدماطمینانبر
کلیهامورسایهانداختهوفرآیندتصمیمگیریرامتحولکردهاست.
تغییراتقیمتکالاهایاساسی،تغییراتنرخارز،تغییراتنرخسود
وهمچنینتغییراتقیمتســهاممواردیهستندکهسازمانهای

امروزیدائماًباآندستبهگریبانند.

ریسکعملیاتییکیازمهمترینریسکهاییاستکهبانکها
باآنمواجهندوتقریبا1۵ًتا2۵درصدازکلسرمایهدربسیاریاز
بانکهایبزرگازجملهHSBCبهآنتخصیصیافتهاست.بهطور
معمول،ریســکعملیاتیپسازریسکاعتباریبزرگترینریسک
ازنظرشــدتوزیانبرایبانکهااســت.مدیریتریسکعملیاتی
بهدلایلمختلفدرکســبوکاردرحالافزایشاستوبایدبهطور

دائمشناسایی،پایش،کنترل،اندازهگیریومدیریتشود.

کمیته بال چه وظایفی دارد؟ 
فعالتریننهادبینالمللیدرگیرنظارتبانکی،کمیتهبال)بازل(
اســت.اینکمیتهمرکباستازنمایندگانارشدبانکهایمرکزی
تعدادیازکشــورهایعمدهصنعتیدنیاازجمله:آلمان،انگلستان،
ایتالیا،فرانسه،آمریکا،سوئیس،ســوئد،ژاپن،کاناداولوکزامبورگ
اســت.دبیرخانهدائمیاینکمیتهدرشــهربازلسوئیستشکیل
میگردد.بهدلیلتشکیلجلســاتمذکوردرشهربازلاینکمیته
بهکمیتهبازلمعروفشــدهاست.کمیتهبازلدارایقدرتقانونی
نیســت،امااکثرکشــورهایعضوبطورضمنیموظــفبهاجرای

توصیههایآنهستند.

 اقدامات مهم کمیته بال:ازمهمتریناقـــداماتکمیته
بالتهیهوانتشاراصولپایهدرنظارتبانکیکارآومؤثروهمچنین
مقرراتمربوطبهکفایتسرمایهاست.درحالحاضرشیوهنظارت
بربانکهادرجهانازنظارتتطبیقیبهنظارتمبتنیبرریســک
تغییریافتهاست.بدینلحاظبانکهایمرکزیبازرسیونظارتهای
مستقیمخودبربانکهارابااستفادهازبررسیگزارشهایمبتنیبر

نظارتغیرحضوریاعمالمیکنند.

 کفایت سرمایه:ســرمایهرکنمهمیازپشــتوانهمالی
بانکاستکهبانکراقادرمیسازدهنگامرویاروییبامشکلات هر
اقتصادیتواناییبازپرداختبدهیخودراداشتهباشد.سرمایهعلاوه
برآنکهنقشمهمیدرثباتمالیبانکهاوانگیزههایریسکپذیری
ایفامیکند،درایجادرقابتمثبتمیانبانکهانیزبسیارمؤثراست.
ازآنجاکــهتضمیننگهداریوجوهومنابعســرمایهایمعتبر
موجبکاهشریسکســپردهگذارانبانکهامیگردد،لذایکیاز
شــاخصهایمهمارزیابیبانکها»نســبتکفایت«سرمایهاست.
ایننسبتاولینباردرســال1988توسطکمیتهبالبهبانکهای
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دنیامعرفیگردید.کمیتهبالدرآنســالمجموعهایازشــروط
حداقلسرمایهرابهبانکهاپیشنهادکردکهبعدهابه»پیمانبال«

معروفشد.
نســبتکفایتســرمایهعبارتاستاز:نســبتسرمایهبانک

داراییهایتوامباریسکآنکهنبایداز8درصدکمترباشد. به

 ریسک عملیاتی و کمبود داده:بانکهاتمایلدارند
کهازرویکردتوزیعزیانبهمنظورمحاسبهریسکعملیاتیاستفاده
نمایند.امابهمنظوراســتفادهازایــنروشبادوچالشمهمروبهرو
هستندکهعبارتندازکمبوددادههایزیانعملیاتیوتمرکزرویکرد
توزیعزیانبراستفادهازدادههایتاریخی،کمبوددادههایزیانداخلی
بانکباعثمیشــودتانتایجحاصلازاستفادهازنمونههایکوچک
کاراییلازمونیزتوانتبیینصحیحنتایجموردانتظاررانداشتهباشد.
بهبیاندیگر،ســرمایهپوششیخروجیمدلهایبهکارگرفتهشده
بهشــدتمتلاطموغیرقابلاعتمادهستندبهگونهایکهمدلهای
آماریاستفادهشدهرانمیتوانبراینمونههایخیلیکوچکمورد
آزمونقرارداد.اینمســئلهبهخصــوصدردادههایبافراوانیکم/
شدتزیادبیشــتررخمیدهد.زمانیکهبرایایندستهازدادهها،
تعــداددادهموجوددرپایگاهدادهزیان،بهاندازهکافینباشــدعملًا
اســتفادهازروشهایآماریرویکردتوزیعزیانامکانپذیرنخواهد
بود.ازطرفدیگربانکهاتمایلدارندکهعلاوهبرمحاســبهریسک
عملیاتیبراســاسدادههایتاریخی،یکنگاهآیندهنگردرمحاسبه

ریسکعملیاتیداشــتهباشند.بهعبارت
دیگربانکهاتمایلدارندســرمایهمورد
نیازریسکعملیاتیرابرایریسکهایی
کهشناساییشــدهولیمبالغزیانآنها
هنوزمحققنگردیــدهوتنهامقدارآنها
بهصورتپیشبینیمیباشــد،محاسبه

نمایند.
راهحلیکــهبرایاینمســئلهارائه
گردیدهاســت،اســتفادهازچهارمنبع
برایمدلسازیریسکعملیاتی دادهای
درهنگاماســتفادهازرویکردتوزیعزیان
میباشــدکهعبارتنــدازدادههایزیان
داخلی،دادههایزیــانخارجی،تحلیل

ســناریو)نظراتکارشناســان(،عواملکنترلهایداخلیومحیط
کسبوکار.

منظورازدادههایزیانداخلی،دادههایدرونسازمانیریسک
عملیاتیمیباشــدکهبانکاقدامبهجمعآوریآنهامینمایدولی
دادههایزیانخارجیمربوطبهســایربانکهاومؤسســاتمالی

میباشد.

 احتمال ریسک  عملیاتی:باکاهشاحتمـــالوقـــوع
رویدادهایریسک،میتوانزیانهایناشیازریسکهایعملیاتی
راکاهشدادوازاینطریقآسیبپذیریبانکرانسبتبهحوادث
مذبوربهحداقلممکنرســاند.ازآنجاکهارزشزیانموردانتظار
مطابقرابطهزیرنتیجهحاصلضربدوعاملاحتمالوقوعریسک
عملیاتیوخســارتناشــیازوقوعیاتأثیرریســکاستتقلیل
هریــکازایندوعاملمیتواندبهکاهشارزشزیانموردانتظار

بیانجامد.

ارزش زیان مورد انتظار=
احتمال وقوع ریسک عملیاتی × خسارت ناشی از وقوع با تأثیر ریسک  

ازایــنرودرارزیابــیریســکهایعملیاتی،احتمــالوقوع
رویدادهایریســکوخساراتناشیازآنهاتوسطواحدهایکاری

محاسبهمیشود.
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 محاسبه ذخیره ریسک
گاهــیاوقاتبرایدســتیابیبهاحتمالبقایســازمانتاحد
مطلوب،محاسبهمیزانذخیرهریسکضروریاست.بهعنوانمثال،
یکسازمانبایدبداندبهچهمیزانذخیرهریسکنیازداردتابتواند
درپنجسالآیندهاحتمالبقایی1مشابهسالجاریداشتهباشدواز
آنجاکهذخیرهریســکمطابققوانینبالیکمقدارثابتازسرمایه
بانکاست،بنابرایناینموضوعتأثیرزیادیبرنحوهعملکردسازمان

دارد.
برایمحاســبهاحتمالبقایســازمانازمیزانذخیرهریسک
استفادهمیشــود.ذخیرهریسکهمضریبثابتیازمیزانسرمایه
همانســازمانیابانکاست.رابطهریاضیبیناحتمالبقاوذخیره

ریسکبهصورتزیراست:
 

کهدرآن:
)R)z , t :احتمالبقابراساسذخیرهریسکوزمان

z : ذخیرهریسک
t :زمان

a , b , c : ضرایبمحاسباتی)اعدادثابتمربوطبهمحاسبه
اینضرایبمعمولاًازطرفسازمانهااعلاممیشود(

e :عددنپرتقریباًمعادل2/718.
بهعنوانمثال،درســالاولاگرذخیرهریســک2برابرشود،
احتمالبقایســازمانمعادل9۵/7% استامادرسالدوماحتمال
بقایســازمانمعادل9۵/4%اســتکهکمینســبتبهسالقبل

کاهشمییابدوممکناستتهدیدیبرایبانکتلقیشود.
همچنینمشاهدهمیشودکهدریکزمانثابتبهعنوانمثال
درسالاولوقتیذخیرهریسکرایکواحددرنظربگیریماحتمال
بقایســازمان88%استامااگردرهمانسالذخیرهریسکرادو
برابرکنیماحتمالبقابه9۵/7%رسیدهوافزایشچشمگیریخواهد
یافت.احتمالفبقادرزمانهایمختلفبهازایذخیرهریســکداده

شدهدرجدولزیرآمدهاست:

tاحتمال بقا با ذخیره ریسک 
معادل یک واحد

 احتمال بقا با ذخیره ریسک
معادل دو واحد

95/7%88%سال اول

95/4%87%سال سوم

کلید واژه ها
Bankبانک

Riskریسک

Operational Riskریسک عملیاتی

Managementمدیریت

Equationمعادله

Calculationمحاسبه

Economic activityفعالیت اقتصادی

Probability of Survalاحتمال بقا

Risk reserveذخیره ریسک

Occurrenceوقوع

Loss valueارزش زیان

Distributionتوزیع

Amountمبلغ

Capitalسرمایه

Assetدارایی

Risk toleranceریسک پذیری

Ball contractپیمان بال

Adequacy rationنسبت کفایت

 پینوشتها ........................................................................................
1.احتمالبقابهزبانسادهیعنیباشرایطموجودیکبانکیایکسازمان،احتمال
عدمورشکســتگییااحتمالاداهفعالیتیکسازمانچقدراست.احتمالبقادر

مقابلاحتمالورشکستگیقراردارد.

منابع .............................................................................................
http://www.cbi.ir1.سایتبانکمرکزی

2. حلمعادلهانتگرالـدیفرانســیلمربوطبهمدلریســکعملیاتی،ششمین
همایشریاضیاتوعلومانســانیـدانشــگاهعلامهطباطبایــی،مهر1398،

فریبرزی،دمرچلی،رسولی.
3. حامدفلامرزی،ملیحهمجیدی،وحســینهوشیارزاده،»حسابرسیفناوریو
ریســکعملیاتی«،کنفرانسبینالمللیپژوهشهاینویندرمدیریت،اقتصاد

وحسابداری.
4. داوری،مجیدرضا،وپهلوانیقمی،معصومه،)1388(.مدیریتریسکعملیاتی

دربانکهایتجاری.پژوهشنامهاقتصادی،ـ)6)ویژهنامهبانک(.
5. سمانهمحمدیفر،وبهراممحسنیملکی،»بررسیارتباطبینریسکعملیاتی
ومحافظهکاریحســابداری«،کنفرانسبینالمللیاقتصاد،مدیریتوفرهنگ

ایرانیاسلامی.
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آموزشي
  جلال سرحدی )دبیر ریاضی عباس آباد مازندران( 
   ملیحه علوی زاده )دبیر ریاضی قائن خراسان جنوبی(
 حسین کریمی

 مقدمه:   در کتاب های هندسه دبیرستانی با رسم خطوط 
خاص و شــکل های خاص به کمک ابزار اقلیدسی )خط کش 
غیر مدرج و پرگار( آشنا شدیم )ابزارهایی مانند گونیا یا نقاله 
جزو ابزار اقلیدسی نیستند( و نمونه های متعددی دیدیم از 

جمله: 
1. رسم خط گذرا از یک نقطة معین و عمود بر خط مفروض.
2. رسم خط گذرا از یک نقطة معین و موازی با خط مفروض.

3. رسم عمود منصف یک پاره خط.
4. رسم نیم ساز یک زاویه.  و ... 

که در هر یک از موارد فوق، چندین بار از پرگار استفاده 
کردیم. اکنون این ســؤال پیش می آید که اگر پرگارمان، 
یک بار مصرف باشد و در هر رســم فقط بتوانیم یک دایره 
رسم کنیم و نه بیشتر، آیا ترسیم هایی به مانند موارد فوق را 

می توانیم انجام دهیم؟ 
قبل از عنوان کردن مثال ها و ارائه روش رسم، به چند نکته 

اشاره می کنیم.  

درهرمثلث،سهارتفاعدریکنقطههمرسند. 1

BA

C


درهردایرهزاویهمحاطیروبهقطر،قائمهاست. 2

BA

C

D

قضیه منلائوس:اگرخطیمثلثABCیاامتداداضلاعآنرا 3

قطعکندرابطةزیربرایآنصادقاست.




BA

C

G

F
E

CHوBQوAPنقطةهمرســیسهارتفاعIبافرضآنکه 4

 درمثلثABCباشدداریم:

بارســـم هایی 

)4(
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زیراچهارضلعیAHIQمحاطیاست

 BA H

Q

P

C

I

.
 1 مثال 

رابنویسید. روشرســمخطگذراازنقطةPوعمودبرخط
)استفادهازپرگاربیشازیکبارمجازنیست(

 روش رسم: 
درنظرمیگیریمودایرهای گام اول: نقطةدلخواهOراروی

بهشعاعدلخواهرسم
میکنیم.

A O

P

B
Δ

. شکل 1 .............................................................................
گام دوم: امتدادAPوBPبهترتیبدایرهرادرNوMقطع

میکندونقطهتلاقیامتدادAMوBNراKمینامیم.



Δ
A

K

P

BO

M

N

 شکل 2 .............................................................................

است. امتدادKPهمانعمودرسمشدهازPبرخط

 تذکر 1:اگرPدرشــکل)1(خارجدایرهواقعباشد،کافی

استدرشکل)2(جایKوPراعوضکنیم.

 تذکر 2:اگرPدرشکل)1(رویدایرهواقعباشدازشکل

)3(استفادهمیکنیم.

Δ
A

K

H BO

P

Q

Q
 شکل 3 .............................................................................

 2 مثال 
روشرسمارتفاعCHدرمثلثABCرابنویسید.)استفادهاز

پرگاربیشازیکبارمجازنیست(

 روش رسم: 

O

C

K

H NMA B
Δ

 شکل 4 .............................................................................

ABرارویOمینامیم.نقطةدلخــواه امتــدادخطABرا
انتخابکردهودایرهایبهمرکزOبهشعاعدلخواهرسممیکنیم.بهمانند
مثال1عملکردهوCKراامتدادمیدهیم،ارتفاعCHرسممیشود.
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 3 مثال 
روش رسم خط گذرا از نقطة P و موازی با خط  را بنویسید. 

)استفاده از پرگار بیش از یک بار مجاز نیست( 

 :I روش رسم 
نقطة دلخــواه O را روی  اختیار کرده و دایره ای به شــعاع 

دلخواه رسم می کنیم. 

Δ
A O

P Q
L

B

E

F
 شکل 5 .............................................................................

خــط دلخواه L قاطع بــا مثلث ABP و گذرا از O را رســم 
می کنیم و طبق قضیه منلائوس داریم:

L قاطع

AE قاطع

 

 :II روش رسم 
به مرکز نقطة دلخواهی از  و به شعاع OP دایره ای رسم 

می کنیم.

A B

Q
C

P

O H

P

P

Δ

 شکل 6 .............................................................................

 CH را در نظر گرفته و به مانند مثال 2 ارتفاع Q نقطة اختیاری
را رسم می کنیم. امتداد QH دایره را در  قطع می کند.

امتــداد  دایــره را در قطــع می کند. که بــا توجه به 

 داریم:  

 4 مثال 
پاره خط AB )که نقطــة میانی آن یعنی O را داریم( مفروض 
اســت. روش رسم عمود منصف AB را بنویسید. )استفاده از پرگار 

بیش از یک بار مجاز نیست( 

 روش رسم: 
با توجه به مثال 1 امتداد PHQ، عمود بر AB را رسم می کنیم. 
قرینة P و Q را نسبت به O به ترتیب  و  می نامیم و در 
نقطة  عمود بر AB خواهد بود. در مستطیل دو قطر 
همان    و  یکدیگــر را در O قطع می کنند. امتداد

عمود منصف پاره خط 
AB است. 

A B

C

D
Q

O H

P
O

Q

H

P

 شکل 7 .............................................................................

 ........................................................ یادآوری   
با توجه به مثال های 3 
و 4، می توان با در دســت 
 O داشــتن دایره به مرکز
و قطر AB و رســم 
به عنوان عمود منصف آن، 
مماس هـایی بر دایره رسم 
نمود که به موازات AB و 

 به موازات  باشند.

A B

C

O

C

 شکل 8 ...................................
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 5 مثال 
پاره خط AB )که نقطة میانی آن را نداریم( مفروض است. روش 
رسم عمود منصف AB را بنویسید. )استفاده از پرگار بیش از یک بار 

مجاز نیست( 

 روش رسم: 
 AB رسم می کنیم و BA و به شعاع B گام اول: دایره به مرکز

را امتداد می دهیم تا 
قطر  پدید

آید. 
A

B
A

 شکل 9 .............................................................................

گام دوم: با توجه به مثال 4، عمود منصف قطر  را رســم 
می کنیم و نقاط تلاقی با 

دایره را C و 
می نامیم. 

A

C

B
A

C
 شکل 10 ...........................................................................

 گام سوم: با توجه به مثال 3، از نقاط A و C مماس هایی بر دایره
رسم می کنیم تا یکدیگر را در D قطع کنند. 

A

D C

B

C
 شکل 11 ............................................................................

گام چهارم: از  به D وصل می کنیم تا AB را در M نصف 
کنــد، محل تلاقی دو قطر مربع ABCD را N می نامیم،  MN را 

امتداد می دهیم، عمود منصف AB حاصل می شود.

N

MA

D C

B

C

 شکل 12 ...........................................................................

 تذکر: دو شــکل )13 و 12( تکمیل شده شکل )11( هستند. 

توجــه به شــکل )13 و 12( و با فرض  می توان  با 
هر یک از شــکل های زیر را که برای رســم آن ها به استفاده از 

بار مجاز نباشیم، اقدام کرد.  پرگار بیش از یک 

N

MA

ED C

B

F E

A

F

 شکل 13 ...........................................................................
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 1.رسممثلثمتساویالاضلاعبهضلع
 2.رسممربعبهضلع

 3.رسمششضلعیمنتظمبهضلع
4.رســمهشــتضلعــیمنتظممحــاطدردایرهبهشــعاع

A

LK
D C

C

A

KL

B

 شکل 14 ...........................................................................

 6 مثال 
زاویهXOYمفروضاســت،روشرسمنیمســازهایزاویهرا

بنویسید.)استفادهازپرگاربیشازیکبارمجازنیست(

:I روش رسم 
OXوبهشــعاعدلخواهرســممیکنیمتاOدایرهایبهمرکز
رارســم و رادرAوOYرادرBقطعکند.دوقطر

میکنیم.

A

B

CD

O

P

X

Y

C

B

A

D

 شکل 15 ...........................................................................


راعمودبر ونیز راعمودبرقطر بهمانندمثال4،
، رسممیکنیم.درهشتضلعی قطر

اضلاعیکدرمیانباهمبرابرند.
یـکدیـــگررادرPقطــعمیکننــد. امتــدادCBو
)درچهارضلعــیOAPBداریم:OA=OBوAP=BP(،پس

OPنیمساززاویهXOYاست.

: II روش رسم 
گام اول:دایرهایبهمرکزOوبهشــعاعدلخواهرسممیکنیم
 و تــاOXرادرAوOYرادرBقطــعکند.دوقطر

رارسممیکنیم.

C

O B

A

B

A

X

Y

 شکل 16 ...........................................................................

رســممیکنیم)مثال3(تاامتداد ازBبــهموازاتقطر
رادرCقطعکند.

یکدیگررادرDقطعمیکنند: گام دوم:امتدادCBو


C

O
B

A
Q

D

B

A

X

Y

 شکل 17 ...........................................................................

اســتوABرادرQنصف میانهمثلث پــس
میکنند.پسOQنیمسازXOYاست.
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ریاضیات کاربردی
  مسابقه کی مث، دانشگاه قم- انتخاب مقاله و خلاصه نویسی: محمدحسن گورانی 

مقدمه1(

نهکلیــددرمربعجادویمرلینوجودداردکهآنهابهصورت
زیرنامگذاریمیکنیم:

321

654

987

...............................  شکل 1: صفحه بازی ...............................

کلیدهارابهسهدستهکلیدهایگوشهای،کلیدهایلبهوکلید
میانیتقسیممیکنیم.کلیدهایگوشهایشاملکلیدهایشماره1،

7،3و9،کلیدهایلبهشامل6،4،2و8میباشندو۵کلیدمیانی
است.بافشردنهرکلید،محتویکلیدوبرخیکلیدهایاطرافآن
طبــققاعدهخاصیتغییرمیکنند،یعنیازصفربهیکیابرعکس
تبدیلمیشــوند.بافشردنکلیدهایگوشــهای،چهارکلیدشامل
سهکلیداطرافوخودکلیدتغییرمیکند،بهعنوانمثالاگربازیکن
کلید1رافشــاردهدخانههای1،2،4،۵تغییرمیکنند.تغییرات

کلیدهایگوشهایبهصورت:

321

654

987

321

654

987

321

654

987

321

654

987

قانون کلیدهای گوشه ای

..........................  شکل 2: کلیدهای گوشه ای ..........................

 کلمات کلیدی:   دستگاه معادلات خطی، مربع جادویی مرلین، میدان دودویی، وارون ماتریس                                                                                                                

مربع های جادویی مرلین1 یک بازی دستی الکترونیکی است که توسط برادران پـــارکر ساخته شـد. این بازی شامل یک مربع
3× 3با9خانه )یا کلید( که مقادیری صفر و یک می گیرند. با فشردن هر کلید، طبق قوانین خاص، تعدادی از خانه های جدول از صفر 
به یک یا برعکس تغییر می کنند. در شروع بازی، یک جدول ابتدایی و یک جدول نهایی داده می شود که بازیکن با فشردن کلیدها، 
جدول ابتدایی را به جدول پایانی برسانند و برنده شود. در ادامه نشان می دهیم که این بازی را می توان با یک دستگاه معادلات خطی 

مدل سازی کرد به طوری که جواب دستگاه کلیدهای مناسب را نشان می دهد.

اشاره

مربع های 
 جادویی 
مرلین
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فشردنکلیدلبه،کلیدیکهدرآنلبهیاضلعقرارداردراتغییر
میدهد:

321

654

987

321

654

987

321

654

987

321

654

987

کلیدهای لبه

............................. .............................  شکل 3: کلیدهای لبه 

وفشــردنکلیدمیانی۵کلیدشاملچهارکلیدمجاوروکلید
شماره۵راتغییرمیدهد:

321

654

987

کلید میانی

............................  شکل 4: کلیدهای میانی ............................


جدولزیرقاعدهبازیرابیانمیکندونشانمیدهدفشردنهر
کلیدچگونهرویخانههایاطرافتأثیرمیگذارد:

Pressing
 button

alters the state 
of buttons

1
2
3
4
5
6
7
8
9

5 و 4 , 2 , 1 
3 و 2 , 1 
6 و 5 , 3 , 2 
7 و 4 , 1 
8 و 6 , 5 , 4 , 2 
9 و 6 , 3 
8 و 7 , 5 , 4 
9 و 8 , 7 
9 و 8 , 6 , 5 

...............................  شکل 5: قواعد بازی ...............................


سؤال: چه کلیدهایی باید فشرده شود تا برنده شویم؟
پاسخاینپرسشرابـهکـمکجـبرخـطیدربـخشبعدبیان

میکنیم.

کاربرد جبر خطی2(

دراینبخش،مدلریاضیاینبازیرابهکمکجبرخطیبیان
میکنیم.ازآنجاکهاعداداینبازیفقط0و1هستند،بنابرایندر
میداناعداددودوییبادوعملجمعوضرببهپیمانه2بهصورت

زیرکارمیکنیم:

10

100

011

10

000

101

جمع دودویی ضرب دودویی

جمعهرعدددرحســابدوییباعدد1باعثمیشودکهعدد
از0به1یااز1به0تغییرکند.بنابراین،فشــردنهرکلیدبهاین
معناستکهمقادیربرخیخانههاطبقشکل۵باعددیکجمعشوند.
هرماتریسرامیتوانبازیرهمچیدنســطرهایآنبهصورتزیر

برداریکرد:

321

654

987

1
2
3
4
5
6
7
8
9

U =

 
وبردارنظیرشــکلنهایییا بردارنظیرشــکلابتداییرابا
نشــانمیدهیم.فرضکنیــدوضعیتاولیهوبرنده برندهرابا

بهصورتزیراست:

001

011

100

111

101

111

وضعیت اولیه برنده
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نمایشبرداریآنهاعبارتنداز:

1
1
1
1
0

1
1
1
1

VW =and

1
0

0

1
1
0

0

0

1

VP =

فشردنهرکلیدتعدادیازخانههایاطرافآنراتغییرمیدهد
یعنیمقــدارآنهاراازصفربهیکیابرعکستغییرمیدهد.طبق
حســابدودویی،خانههاییکهتغییرمیکننددرحقیقتباعدد1
جمعمیشوند.بنابراین،فشردنکلیدiمعادلباجمعبابردار9تایی
برابر1است بردار شاملصفرویکاست،بهطوریکهدرایه
وضعیتموجودو راتغییردهد.اگر اگرکلیــدiمحتویخانه
پسازفشردنکلید نظیرکلیدiامباشد،وضعیتفعلی بردار

iامعبارتستاز:

 1 مثال 
فشــردنکلید1باعثتغییردرخانههای4،2،1و۵میشود،
برابر1وبقیهبرابرصفرمیباشند: پسدرایههای4،2،1و۵بردار

رابهصورتزیرتغییرمیدهد: فشردنکلید1وضعیتاولیه

0

1
0

0

0

0

0

0

1

1
1
0

1
1
0

0

0

0

1
0

0

1
1
0

0

0

1

Vp + U1 = + = = V
t
p

بهصورتزیر 9کلیدبازیرامیتوانبهوسیله9بردار 
بیانکرد:

0(T0001101)1=U1

0(T0000011)1=U2

0(T0011011)0=U3

0(T0100100)1=U4

0(T1011101)0=U5

1(T0010010)0=U6

0(T1101100)0=U7

1(T1100000)0=U8

1(T1011000)0=U9

 بافشردنتعدادیازکلیدهاازحالتاولیه)شروع( برنده
استبنابراین حاصلمیشود.ازآنجاکههرکلیدنظیریکبردار
فشــردنیکدنبالهازکلیدهابرایرسیدنازترکیباولیهبهحالت

نهاییبایکترکیبخطیبهصورتزیرقابلبیاناست:

 رابطه )1(:                     

بدینترتیب،حـرکاتبازیـکندرمـربعمرلینباتـرکیبخـطی
درحســـابدودوییتـفـسیرمیشـود. ازبـردارهای
فشردنتعـدادفردازیـککلیـدمعـادلیکباروتعدادزوجمعادل
مقادیر0یا1را اســتفادهنکردنازآناست،بنابرایناسکالرهای

میگیرندبهطوریکه:
اگردکمةiرافشاردهیم
درغیراینصورت

همچنین،درحسابدودویی:

بنابراین:

حرکاتبازیکنطبقرابطه)1(فرمولبندیمیشود.ازآنجاکه
جمعخاصیتجابهجاییداردبنابراینترتیبفشردنکلیدهاتأثیری

درنتیجهنهاییندارد.
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 2 مثال 
شــکلزیرمربعاولیهتأثیرفشــردنکلیدهای6،1و۵رانشان

میدهد:


001

011

100

010

000

100

110

100

000

100

011

010

...................    شکل 6:  تأثیر فشردن کلیدهای 1،  5  و 6   ..................

اگرکلیدهای۵،6و1بهترتیبفشــردهشــوند،نتیجهنهایی
تغییرنمیکند:

001

011

100

101

111

000

111

000

010

100

011

010

...................     شکل7:  تأثیر فشردن کلیدهای 6،  5  و 1  ..................

اگربازیکنیکدکمهرابهتعدادفردفشاردهد،نتیجهآنمشابه
زمانیاستکههماندکمهرایکبارفشاردادهباشد:

001

011

100

010

000

100

001

011

100

010

000

100

.......................................     شکل 8     ......................................

دکمهبالاسمتچپبرایاولین،دومینوسومینبارفشارداده
میشــودواگردکمهایرابهتعدادزوجفشــاردهدتغییریحاصل

نمیشود:

001

011

100

010

000

100

001

011

100

.......................................     شکل 9     ......................................

دکمهبالاسمتچپ)شکل9(برایاولین،دومینبارفشارداده
میشود.اکنونفرمماتریســیرابطه)1(رابیانمیکنیم.ماتریس

هستندرادرنظرمیگیریم: ستونهایآن

000001011

000010111
000100110

001011001
101010101
100110100

011001000

111010000

110100000

A = (U1 , ... , U9) =

جـوابدستگـاه: اسـکـالـرهـای
ماتریسAوارونپذیراستو

011100101

000111111
110001101
011011011
101010101
110110110

101100011
111111000

101001110

A-1 =

درایههایsبیانمیکندکه بنابراین
بافشردنکدامکلیدهابهشکلنهایییابرندهمیرسیم.

011100101

000111111
110001101
011011011
101010101
110110110

101100011
111111000

101001110

0

1
1
0

1
1
1
1
0

0

0

0

0

1
1
1
0
1

A-1 (Vw + VP) = = = S0

درایههای1بــردارsدرمکانهای7،6،۵و9قراردارند.پس
فشردناینچهارکلیدازوضعیتاولیهبهبرندهخواهیمرسید.
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اندیشه
تفریح

ترجمه: غلامرضا یاسی پور

مسأله زیر مسأله ای حسـابی است که بسیاری 
از خواننـدگان را گـیج می کنـد. امـا در صورتی که 
با شکیبایی توضیح داده شــود کودکی نیز آن را 

درک می کند.
***

از مخزن آبی، آب به طـور دائـم، با نرخ ثـابـت 
1000 گالن در ساعت، به شهری وارد می شود.

از آنجا که مصرف آب در شبانه روز تغییر می کند. 
اضافة آن، هنگامی که ورود آب از مصرف آن، افزون 
می شود، در برجی، برای زمانی که مصرف آن از ورود 

آن فزونی می گیرد، ذخیره می شود.
تعـداد گالن های مصرف شده طی هـشت دورة 
سه ساعتی متوالی به این طریق است: 2000، 5000، 

4500، 2500، 4000، 500، 4000 و 1500 گالن.
 با این فـرض کـه آب در هـر دورة سـه ساعتی
با نرخ ثابتی مصرف می شــود، ظرفیت برج چقدر 

باشد تا همواره جوابگوی وضعیت حاصل باشد؟



001

011

100

011

100

110

111

000

010

111

011

001

111

101

111

(a) (b)

(d)

(c)

(e)

بدینترتیببازیمرلینبایکدستگاهمعادلاتخطیدرمیدان
دودوییمدلســازیمیشودوجوابایندستگاهکلیدهایمناسب

برایرسیدنبهجواببرندهرامحاسبهمیکند.

پینوشت ...........................................................................................  
1. Merlin’s MagicSquares

 . . . . . . . . . . . . معمای برج آب . . . . . . . . . . . . 

 جواب:   کمبودایجادشده)-(یاافزایشحاصل)+(طیهردورة
3ساعتیبرابر3000گالنورودیمنهایتعدادمصرفدرآن
دورهاست.جریانهایخالصمزبوربهترتیبمتوالیعبارتاند
از1000+،2000-،1۵00-،۵00+،1000-،2500+،1000-و

1۵00+گالن.
ازآنجاکهجریانآبدرشبانهروزپیوستهاست،ساعتآغاز

مهمنیستوتنهارعایتترتیباهمیتدارد.
فرضمیکنیــمQمقدارآبواقعدربــرجدرآغازدورةاول
باشــد،مقدارآبدرپاییندورةاولQ+1000؛درپایاندورةدوم
Q+1000( -2000= Q-1000(؛درپایاندورةســومتاهشتم،
Q-1500، Q-500، Q-3000، Q-2000،  Q-2500 وQگالن

خواهدبود.
Qبایدحداقل3000گالنباشد،وگرنهشهرطیدورةپنجم
بیآبمیماند.بیشترینمقدارآبدرهرزمانQ+1000گالندر
پایاندورةاولاست.بنابراینکمترینظرفیتبرجبایدگالنباشد.
2000+ 1000= 400
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هندسه
 محمدحسن گورانی

قضیه سِوا:1(

،BC)بهترتیببراضلاع)ویاامتداداضلاعPوNوMنقاط
BN،AMقراردارنداگرسهپارهخطABCازمثلثABوAC

وCPهمرسباشند،آنگاه:
 

OدرCPوBNوAMبرهان:فرضکنیمســهپارهخــط
همرسباشند.





P
N

O

B

C

A

M

وبهکمکمتشابهمثلثهامیتواننوشت:

و

پس:



)عکس قضیه سوا(:2(

نقــاطMوNوPبهترتیــببراضلاع)ویــاامتداداضلاع(
AC،BCوABازمثلثABCقراردارند.اگرداشــتهباشــیم

CPوBNوAMآنــگاهســهپارهخط

همرسند.
فرضمیکنیمسهپارهخطAMوBNوCPهمرسنباشند

محلبرخوردBNوCPراOمینامیم،
ازAبهOوصـلمیکنیموامتـداد

قطع میدهیمتاBCرادر
کند.باتوجهبهقضیـهسوا

میتواننوشت:


P

N

B C

A

M

O


 

 مقدمه:   سلام . . .  امیدوارم حالتون خوب باشد و سالم و سلامت باشید، بی مقدمه برویم سر قولی که دادیم اثبات چند قضیة  
مهم و کاربردی که با آن ها بتوان مسأله های مهمی را اثبات و حل کرد.

)6(

آشتی با
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ازبرابریتناسببهدستآمدهوفرضمسألهداریم:





منطبقمیشودوقضیهاثباتمیگردد. یعنیMو

 تذکر: اگرMبرامتدادضلعBCقرارداشتهباشدازتفاضل

صورتومخرجاستفادهکنید.

  نکته: اینامکانوجودداردکهبافرضمســألهسهنقطه

N،MوPبریکامتدادقرارگیرند.
اکنونمیخواهیمکاربــرداینقضیهمهموعکسآن

رادرحلمسألههایکتابهایدرسیهممشاهدهکنیم.

 1 مثال 
نشاندهیدسهمیانهمثلثهمرساند.

،BCاضلاعCPوBN،AMبرهان:فرضکنیممیانههــای
ACوABرادرMوNوPقطعکردهباشندمیدانیم:





P N

B

C

A

M

 پس:

پسبنابرعکسسوا،AMوBNوCPهمرسند.

  نکته: محلبرخوردمیانههارا»مرکزتفل«مثلثگویندو

باحرف»G«نشانمیدهیم.

 2 مثال 
میانههایمثلث،مثلثرابهشــشمثلثکوچکهممساحت

تقسیممیکنند.

برهان:محلبرخــوردمیانههــایCP،AMوBNازمثلث
ABCراGمینامیم.





P N

B C

A

M

α

α

β β

γ

γG

GPمیانهمثلثABGاستپس:



GMمیانهمثلثBGCاستپس:



وGNمیانهمثلثAGCاستپس:



ازطرفیچونAMمیانهمثلثABCاست.

پس:


وبههمینترتیبمیتواننشانداد:
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تمرین 1

ثابتکنید،اگرGمحلبرخوردمیانههایمثلثABCباشد

. یابهعبارتی آنگاه

تمرین 2

نشاندهیدسهارتفاعهمرساند.

  نکته: نقطههمرسیارتفاعهارا»مرکزارتفاعی«گویند.

 3 مثال 
نشاندهیدنیمسازهایداخلیهرمثلثهمرأساند.

برهان:فرضکنیمBE،ADوCFنمیســازهایداخلینظیر
زاویههایB،AوCازمثلثABCباشند.





F N

B

A

D C

I

ABCاضلاعمثلث و  ، اگر
باشــندچونمیدانیمنیمسازضلعمقابلرابهنسبتاضلاعتقسیم

میکندپس:



پسمیتواننوشت:

 

وبنابرعکسقضیهسوا،BE،ADوCFهمرأساند.

  نکته: محلبرخوردنیمسازهایداخلیمثلث،مرکزدایره

محاطیمثلثاست.
ملاحظهکردیدکهاینقضیهها،چقدربرخیازاثباتهارا
جذابتروراحتترمیکندپسیادگیریآنهاکمکشایانی
بههمانشعارهمیشگیمان»آشتیباهندسه«میکندحالا
میخواهیمچرخهندســهراروغنکاریکنیــم.تاروانتر
بچرخدمیخواهیمبگوئیمقضیهسوابرایزاویههایداخلی

مثلثهمبرقراراستجالبه!باهمملاحظهکنیم.

قضیه سوا سینوسی:3(

ABوAC،BCبهترتیببراضلاعPوN،Mفــرضکنید
CPوBN،AMقراردارنداگرســهپارهخــطABCازمثلث

همرأسباشندداریم:



برهان:دراثباتایـنقضیهازقضیـهسینوسهاکـهدرهندسه2
باآنآشناهستیدکمکمیگیریم.

فرضکنیدMوNوPبراضلاعAC،BCوABباشــند
ACMوABMتـوجهبـهقضیـهسیـنوسهـادردومـثلث با


P

N

B C

A

M 
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پسمیتواننوشت:



وبههمینترتیبداریم:

 



باتوجهبهرابطههایIوIIوIIIداریم:

 



کهچونبنابرقضیةسوا
 

پسحکمقضیهبرقراراست.
عکساینقضیههمبرقراراستکهآنرابیانمیکنیمواثبات

آنرابهعهدةشماخوانندهگرامیمیگذاریم.

عکس قضیه سوا سینوسی:4(

نقطههایMوNوPبهترتیببراضلاعAC،BCوABازمثلث

ABCقراردارندو

برقرارباشدسهپارهخطBN،AMوCPهمرأساند.

 4 مثال 
بهکمکقضیةسواسینوسینشــاندهیدنیمسازهایداخلی

هرمثلثهمرأساند.

 برهان: فرضکنیمADو
نیمسازهـایزاویههای و

ABCداخـلیمثـلـث
باشند.


DD

B C

A

D

1 2

21
2 1

باتوجهبهخاصیتنیمسازها

 چون:

و ، بنابرعکسقضیهسینوســیوسطپارهخطهای
همرأساند.

***
درشــمارهبعدیمیخواهیمقضیةپرکاربردمنلائوسراباهم

بررسیکنیم.
فعلًاخداحافظیمیکنمتاشمارهبعد.

منابع ............................................................................................
1.جاویددلیدشقی،مجموعهآمادگیبرایالمپیاد،فاطمی،چاپچهارم1396.

2.ارشکحمیدی،هندسهازابتداتا...،فاطمیچاپسوم1402.
3.اصلاحپذیربهمن،عالمگیرمرتضی،آشناییباهندسه،فاطمیچاپششم1399.
4.خسرویامیر،محمدنصیریابراهیمدارایی،هندسه2،وزارتآموزشوپرورش

.1374
5) DAVID HILBERT, PH.P The Founda tionsof Gemetry 1950.
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 حمیدرضا امیري

 آموزش ترجمه متون ریاضی
       فارسی به انگلیسی ) 5(

)نقیضp(درستاست.سپسیکتناقض مامیخواهیمنشــانبدهیمکهpدرستاست.فرضمیکنیمچنیننباشــدوبنابراین
بهدستمیآوریم)نتیجهمیگیریم(.pبایددرستباشد.

 قضیة 1. 10
اگرn2 یکعددصحیحوزوجباشد،دراینصورتnنیزهمینطوراست)صحیحوزوجاست(.

اثبات: 
.  خلافاینرافرضمیکنیم.یعنیفرضمیکنیمnفردباشد.بنابراین؛عددیصحیحمانندkوجودداردبهقسمیکه:

عددیفرداستواینبافرضزوجبودنn2 تناقضدارد.بنابراینnمیبایدزوجباشد. دراینحالت

 قضیة 2. 10
گنگاست. عدد 

اثبات: 
گویاســت.بنابرایندوعددصحیحmوnبدونهیچمقسومعلیهمشترکوجود فرضکنیمچنیننباشــد.یعنیفرضکنیمکه 
.بنابراینm2 زوجاست.طبققضیة .بابهتوان2رساندندوطرفاینتساویخواهیمداشت: دارندبهطوریکه:
m،10.1زوجاســت.یعنی،2عددmرامیشــمارد)mبر2بخشپذیراست(.بهعبارتدیگر،برایبعضیاعدادصحیحمانندkداریم:

.
. کهنتیجهمیگیریم: بابهتواندورساندنخواهیمداشت:

اینتساوینشانمیدهدکهn2 زوجاستوطبققضیةn،10.1زوجاست.
مــانتیجــهگرفتیمکه2هردوعددmوnرامیشــمارد)mوnهردوبرعدد2بخشپذیرنــد(واینبافرضماکهmوnهیچ

بایدگنگباشد. مقسومعلیه)عامل(مشترکیندارند،درتناقضاست.بنابراین، 

اثبات از طریق برهان خلف:

)7(
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(Proof1اثبات، برهان 

(Contradiction2خُلف

(Assume3فرض کردن

(Even4زوج

(Integer5عدد صحیح

(Suppose6فرض کردن

(Contradict7تناقض

(Assumption8فرض

(Irrational9گُنگ، اصم، ناگویا

(Squaring10به توان 2 رساندن

(Common divisors11عامل های مشترک

(Conclude12نتیجه گیری

(Odd13فرد

لغت ها و اصطلاحات مهم

 
We want to show that p is true. We assume it is not and therefore ~p is true and then derive a 

contradiction. p must be true.
 Theorem 10.1

If n2 an even integer so is n.

Suppose the contrary. That is suppose that n is odd. Then there is an integer k such that n = 2k+1.
In this case, n2 = 2)2k2+2k( +1 is odd and this contradicts the assumption that n2 is even. Hence, n 

must be even.
 Theorem 10.2

The number 2  is irrational.

Suppose not. That is, suppose that 2  is rational. Then there exist two integers m and n with no 
common divisors such that 2

 
. Squaring both sides of this equality we find that 2n2 = m2. 

Thus, m2 is even. By Theorem 10.1,m is even. That is, 2 divides m. But then m = 2k for some 
integer k. Taking the square we find that 2n2 = m2 = 4k2, that is n2 = 2k2. This says that n2 is even 
and by Theorem 10.1, n is even. We conclude that 2 divides both m and n and this contradicts 
our assumption that m and n have no common divisors. Hence, 2  must be irrational.

 شما ترجمه کنید:
 Theorem 10.3

The set of prime numbers is infinite.

Proof.

Suppose not. That is, suppose that the set of prime numbers is finite. Then these prime numbers 
can be listed, say, p1 , p2 , … , pn.  Now, Consider the integer N = p1p2 … pn+1. By the Unique 
Factorization Theorem, )See Problem 12.5( Ncan be factored into primes. Thus, there is 
a prime number p, such that pi | N. But since pi |p1 p2 … pn we have pi | )N-p1p2…pn(

 = 1, a 
contradiction since pi > 1.

Proof by contradiction:

Proof.

Proof.
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مثلثــی دنبالــه بــا دهــم پایــه 1 ریاضــی کتــاب در
آشناشــدهاید.همچنینمشاهدهکردید
کــهمجموعاعدادطبیعــیمتوالیاز1تاnازرابطهزیربهدســت

میآید:
 )1(

اکنونمیخواهیمیکرابطهبرایمجموعمربعات)مجذورات(
اعدادطبیعیمتوالیاز1تاnبهدستآوریم.



منظوربنابراتحادمکعبمجموعدوجملهایداریم: برایاین





و و و و بــاجایـــگذاری
دررابطه*داریم:






باجمعکردنطرفینتساویخواهیمداشت:



باجایگذاریدررابطهبالاخواهیمداشت:

 










درسمتچپتساویخواهیمداشت: بافاکتورگیریاز

 







 مجید کریمی زاویه

 مقدمه:   دانش آموزان عزیز در مقاله  قبلی با مفهوم دنباله درجه دوم و جمله عمومی آن که به صورت    است 
آشنا شده اید. در این مقاله قصد داریم تا روشی برای محاسبه مجموع n جمله اول دنباله درجه دوم به دست آوریم.

)8(

 مجموع 
جملات  دنباله 
درجه دوم



33
شمارۀ 7     دورۀ متوسطه 2 دورۀ دوم  تابستان 1403  






درنتیجهرابطةزیربهدستمیآید:



 مجموع جملات دنباله درجة دوم 
یــکدنبالــهدرجــهدومباجملــهعمومی اگــردنبالــه

باشد،آنگاه:
 
 
 
 




نشانداده بانماد مجموعnجملهاولدنبالهدرجةدوم

میشودوخواهیمداشت:






















بنابررابطههایگفتهشده،خواهیمداشت:


آمدهفرمولمحاسبهمجموع nجملةاولدنباله رابطهبهدست

درجهدوماست.

 1 مثال 

رابهدســت مجموعدهجملهاولدنباله
آورید.

................................................................................. حل: 
دنبالهدادهشــده،دنبالهمربعاتاعدادطبیعیباجملهعمومی

.  و است،بنابراین:
دنبالــه اول جملــه ده مجمــوع آوردن بهدســت بــرای

خواهیمداشت:






 

 2 مثال 

مجموعبیستجملهاولدنبالهدرجهدومزیررابهدستآورید.



................................................................................. حل: 
ابتداباحلدســتگاهسهمعادلهسهمجهولیزیرجملهعمومی

دنبالهرابهدستمیآوریم:
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اندیشه
تفریح

 جواب:   در همان گونه که هر دهقان می تواند بگوید، از آن جا که کل چمن چریده شده است و هر بز به اندازۀ بز دیگر 
می تواند بچرد، هر بز    از  120 متر مربع، یا 40 متر مربع را چریده است.

سه بز، چمنی محصور به مساحت 120 متر مربع 
و به شکل مثلثی متساوی الاضلاع را می چرند. 
 هر یک از بزها با طناب بـه گوشـه ای متفـاوت 
 از چمن بسته شده و طول طناب ها چنان است که

هر بز می تواند به وسط حصار مقابل برسد.
اگر در نظر بگیریم که هر بز تمام سطحی را که 
به تنهایی می تواند به آن برسد، نیمی از سطحی 
را که دو بز در آن شریکند، و یک سوم سطحی 
را کـه هـر سـه بـز در آن مشترکند، می چـرد، 

روی هم رفته چه سطحی را می چرد؟

بهصورتزیراست: درنتیجهجملهعمومیدنباله

بــرایبهدســتآوردنمجمــوعبیســتجملهاولدنـــباله
خواهیمداشت:






***
درپایاناینمقاله،ازدانشآموزانعزیزانتظارمیرودکه:
 الف (مجـموعجملاتمربعاتاعدادطبیعیاز1تاnرا

بهدستآورند.
    ب(مجموعجملاتدنبالهدرجهدومرابهدستآورند.

  تذکر و اندیشه: آیـامیتوانیـدباتوجـهبهمطالـبیکـه

دراینمقالهبهآنهااشارهشدرابطهایبرایمحاسبهمجموع
 جملاتدنبالهدرجةسوم
بهدستآورید؟منتظرجوابهایشماعزیزاندراینرابطه

هستیم.

منابع .............................................................................................
1.بهزاد،م.،کاظمی،س.،کافی،ع.1370.حســابدیفرانسیلوانتگرالوهندسه

تحلیلی،نویندگانتوماس،ج.،فینی،ر.مرکزنشردانشگاهیتهران.
2. Ochieng, R.C., Chikunji, C.J and Onyango-Otieno, V.2021, 

Quadratic Sequences in Pythagorean Triples. Asia-Pacific 
Conference on Applied Mathematics and Statistics.

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرا محصور مکن . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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 حسین کریمی

 مقدمه:   در ســال 1899 میلادی فرانک مورلی )Frank-Morley( قضیه ای جالب در مورد مثلث مطرح کرد که به عقیدۀ 
بعضی نویســندگان یکی از جالب  ترین و اسرارآمیزترین قضیه های هندسه اقلیدســی در قرن بیستم است آن هم در سطح 
مقدماتی، به همین دلیل بعضی این قضیــه را معجزه مورلی می نامند و آن را در ردیف یکی از صد قضیه بزرگ در ریاضی قرار 
داده اند. بیش از 200 اثبات مختلف در مورد قضیه مورلی در کتاب ها و مجلات ریاضی و به ویژه ســایت های مختلف بیان شــده 

است که دو راه حل بسیار ساده و قابل درک برای دانش آموزان را در اینجا قید می کنیم.
روش اول از ریاضیدان هندسی، نارانینگار )Naraniengar( و روش دوم از آقای دکتر امیدعلی شهنی کرم زاده می باشد. 

بحثی در باب
قضیه مورلی
 

ابتداصورتقضیهرامطرحمیکنیم:
هرگاهدرداخلمثلثازهررأس،دونیمخط قضیه مورلی:
رســمکنیمتازاویهآنرأسرابهســهقسمتبرابرتقسیمکند،از
برخوردهردونیمخطمجاوربهضلعیازمثلث،نقاطیپدیدمیآیند

کهرأسهایمثلثمتساویالاضلاعهستند.

CB

A

X

Y
Z

ββ

β
δ δ
δ

α
αα

قرارداد:درمثلثABC،مثلثXYZ)شکلفوق(رامثلث
مورلیمینامند.

قبلازبیانبرهاننارانینگار،لازماستکهلممقابلثابتشود.

A

Y Z

Z Y

3α

2θ2θ

کهدرشرطهای: ،Yو Z ، لم: چهارنقطة
الف(

 ب(
YکهباAصدقکنند،بریکدایرهواقعاند،علاوهبرآن،نقطة
 واقعنباشدو دریکطرفخط

باشد،نیزبرهماندایرهواقعاست.
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درOبرخورد و اثبات: نیمســازهایدوزاویه
میکنند.

θ θθθ
Z

O

Y

Y Z

ض( باهمبرابرند)ضـزـ وOYZو مثلثهای
 ومتساویالساقینمیباشندیعنی
است. واندازةهریکاززاویههایمجاوربهقاعدةآنها
بردایرهبهمرکزOواقعاند. ،Y،Zو بنابرایــنچهارنقطة
برابرندبا ،ZYو درایــندایرههریکازکمانهــای
. اندازةزاویهمرکزی،یعنی:

A

O

Y Z

Z Y

3α

2α 2α2α

2α2α

2α

θθ
2
π - α 2

π - α

کهشــاملYنیســت،کماندرخودزاویة پسکمان

است. یعنیکماندرخودزاویة

بنابرایننقطةAباشرطهایگفتهشـــده،براینکمـانقرار
دارد.

نتیجه:هرگاهشرایطلمفوقبرقرارباشدآنگاهAZوAY،زاویة
رابهسهقسمتبرابرتقسیممیکند.

A

Y Z

Z Y2α

2α 2α

αα
α

اکنونروشاثباتیکهنارانینــگارمطرحکردرابیانمیکنیم.
مطابقشــکلنیمخطهاییکهزوایایBوCرابهســهقســمت
مساویتقسیمکردهاندیکدیگررادرUوXقطعمیکنند.درمثلث
،نقطةXمحلبرخوردنیمســازهایدوزاویهداخلیاست BCU

پسXUنیزنیمسازUاست.

X

U

B C

β β γ γ

γβ

ازنقـطةXدردوطـرفXUزاویـای300راجـدامیکنیـمتا
CUرادرYوBUرادرZقطعکنند.

X

Z
U

Y

B C

β β γ γ

γβ

300300

دومثلثXYUوXZUهمنهشــتهســتند)زـضـز(

وبـاتـوجـهبـه درنتـیجـه
 

متساویالاضلاعاست. نتیجهمیگیریمکهمثلث
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درنتیجه:

 

 وباتوجهبهاینکه بافرض

ودر نتیجــهمیگیریمکــه

. نتیجه

راچنانانتخابمیکنیم و رویBAوCAبهترتیــب
تاداشتهباشیم:

X

Z

U
Y

A

B C

β β γ γ
γβ

3α

Y
Z

کهدراینصورت و
)ضـزـض( و

،باتوجه درنتیجه:
وXZBنتیجهمیگیریمکهمکملآنها بهتساویدوزاویه

همبرابرند،پس: نیزبا
 

درنتیجه: 
 

و  برابراســتبا  وهمچنیــنانــدازةزاویــة 
.


بـاتوجـهبـه:



مشــاهدهمیکنیمکهشــرایطلماثباتشــده،برقراراست.
بریکدایرهواقعاندوAZو وZوYو پسپنجنقطةAو
AYهمانامتدادهاییهستندکهزاویةAرابهسهقسمتمساوی

تقسیممیکنند.

X

Z

U

Y

A

B C

Y
Z

حالمشــاهدهمیکنیمسهنقطةتعیینشدةX،YوZکهبا
آنهامثلثمتســاویالاضلاعراساختیمدرواقعهمانمحلتلاقی
نیمخطهاییهســتندکههریکاززوایایمثلثرابهســهقسمت

مساویتقسیممیکنند.
آقایدکترکرمزادهبابیانیکقضیهســادهدرموردنیمســاز
زاویــهکهاززماناقلیدستابهحالدیدهنشــدهبود)کهآنرالم
کــرمزادهمینامیم(بههمراهیکقضیهجهتمعادلســازیبرای
متساویالاضلاعبودنمثلثمورلی،توانستنداثباتیسادهبرایقضیه

موردبحثارائهدهند.

و لم کرم زاده:فرضکنیمAنقطهایدرونزاویه
BوCدونقطهرویضلعهایاینزاویهبهجز

نقطةOباشند،هردوشرطازسهشرط
زیربرقراراست.اگروفقطاگر

سومینیزبرقرارباشد.

O

C

B

X Y

A
N

H

2 1

C

واقعاست. A)1روینیمساز
 )2

اندازهاندیامکملاند. یاهم و 3(زاویههای
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اثبات: اگرABوACبردوضلعزاویهعمودباشــندکههمان
ویژگیشناختهشدهنیمساززاویهاستوثابتاست،پسفرضکنیم
AHبردوضلعزاویهعمودنباشــند،درنتیجهعمودACوAB
رابــرOBوعمودANرابرOCرســممیکنیم.پسدومثلث

(راداریم. )یا و قائمالزاویه
اگر)1(و)2(برقرارباشند،

)وترویکضلعزاویهقائمه(
درنتیجه:

 
مکمل یا بنابراین

اســت.اگر)1(و)3(برقرارباشــند،بازبنابرهمنهشــتییکضلع
وزاویــهحــادهدرمثلثهــایقائمالزاویــهنتیجــهمیگیریــم

.
اگر)2(و)3(برقرارباشند،بنابرهمنهشتیوترویکزاویهحاده
Aبنابراین درمثلثهایقائمالزاویهنتیجهمیگیریم،

است. روینیمساز

قضیه: درهرمثلثABC،مثلــثXYZ)مثلثمورلی(
متساویالاضلاعاستاگروفقطاگرمطابقشکل:



X

Z Y

A

B C

β β γ γ
γβ

M

αα α

56
41

2 3

اثبات: فرضکنیمتلاقیCYوBZنقطةMباشــد.CXو
هستند. BXوMXنیمسازهای

اســتبنابهلم چونXروینیمســاز اگر
 وبههمیــنترتیباز کــرمزادهداریم:

متساویالاضلاع بنابراین نتیجهمیشــود
است.

متســاویالاضلاعباشد.باید برعکس:فرضکنیم
Xچــون ثابــتکنیــم
بنابرلمکرمزاده اســتو روینیمســاز
مکملاند.بایدثابــتکنیمحالتمکمل یــا

امکانندارد.

 

 
و مکملهــمباشــندداریم و کــهاگــر
 یا ویا یا .حــالاگر درنتیجــه
نیزمکملهمباشند،آنگاهمیبایدمثلثABCدارای2زاویهقائمه
 شودکهدرهندسهاقلیدسیغیرممکناست.پسفرضکنیم
باشدکهدر و مکملیکدیگرندولی و

اینصورتداریم:




باتوجهبهمجموعزوایایهمرأسدرZداریم:

 
و همینترتیب وبه یعنی

یعنیعکسقضیههمبرقراراست.
آقایدکترکرمزادهبرپایهلموقضیهبیانشــده،برهانزیررا

برایقضیهمورلیارائهکردند.
اثبات:فــرضکنیــمدرمثلــثABCداشــتهباشــیم:
کــهنشــان و ،
.ســهمقــدارy،xوzرابهصورت میدهد
نظــر در z و  و 

میگیریم.
X

B C
β γ

z
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مثلثBCXراچنانمیسازیمکهزاویههاییکهضلعهایآن
باشند. و شاملBCباشدبهاندازههای

X

Z

y
xx

z

Y

B C
γβ

600

رابهترتیــبروی و ســپسمثلثهــای
ضلعهایBXوCXبازاویههاییبهاندازةy،xوzمطابقشکل

زیرا: میسازیم.بدیهیاستکه


داراینصورتداریم:

y
xx

z
600

X

Z Y

B C

β γ
γβ

M

اگــرنقطةتلاقیامتداCYوBZراMبنامیم،CX وBX و
MX نیمسازهایمثلثBCMخواهندبودکهباتوجهبهلمبیان
پسمثلثXYZمتساویالاضلاعاست. شدهداریم:
اکنونازCنیمخطCMوازZنیمخطZNراچنانرســم
 و میکنیمتاداشتهباشیم:

X
K

Z

N M

y

yz

z Y

B C

A

β γ

γ

γβ

θθ

مینامیـم.بـاتـوجهبـه نقطةتلاقیایـــندونیـمخطرا
نتیجه و اینکه
Yواقـعاسـتوچـون میگیریمکهYروینیمسـاز 
Yهمقـرارداشـتنتیجـهمیگـیریمکـه روینیمساز

همقراردارد. روینیمساز
پس:

اکنونباتوجهبهمجموعاندازههایزاویههایدرونیچهارضلعی
داریم:

X

Z Y

A

B C

β β γ γ
γβ

M

α = θ

α = θ

y

y
xx

z

z

 
 

 داریم: ودرمثلث درنتیجه
زیرا:

 


زوایــای بــا ZY روی  یکتــای ملــث بنابرایــن،
ساختهشدهاست.

مشابهآن،اگربهجایCوZنقطههایBوYراانتخابکنیم
 ومرحلههــایفوقراانجامدهیم،بههمانمثلثیکتای
ودرنتیجه میرســیمکــه
همانAاستواثباتکاملاست. و

منابع .............................................................................................
انتشاراتدفترامورکمکآموزشیوکتابخانهها 1.بازآموزیوبازشناختهندسهـ

ـترجمةعبدالحسینمصحفی
2.مبانیهندسهـانتشاراتمبتکرانـتألیفمحمودنصیری



40

تاریخ و فلسفه ریاضی
 محمدحسن گورانی

فیثاغورســیانکوشیدندتا10جرمکیهانیراکشفکنندودر
نظامکیهانیخودجایدهندودرغیابجرمدهمآنراابداعکردند.
ارســطو)384-322ق.م(درکتابنخســتمابعدالطبیعهاز
عرفانعددیفیثاغورســیانانتقادکرد.اومیگویدآنانچونکاملًا
درریاضیاتغرقشدهاندگمانمیکننداصولعددیایشاناصول

همهموجوداتاست.
»چوندرریاضیــاتاعدادبطورطبیعینخســتینچیزهایند
فیثاغورسیانمیپنداشتندکهمیتواندراعدادشباهتهایفراوانی
رامیانچیزهاییکهوجوددارندوبهوجودخواهندآمدمانندعناصر
آتش،هوا،خاکوآبمشاهدهکرد.همچنینویژگیهاونسبتهای
نتُهــایموســیقیرادراعدادیافــتواینگونهعناصــراعدادرا
موجــودیمیدانســتند،چنانکهگویاهمهچیزبــرپایهاعداد هر
تشــکیلشدهاســتوخوداعدادرانخستینچیزدرتمامطبیعت

میانگاشتندوباورداشتندکهتمامگنبدآسمانآهنگوعدداست.
یکیازتجلیاتاعدادراعدالتدانستهمیشدودیگرینفَْسیاعقل
بود؛زمانومناســبتهااشکالدیگرتجلیاعدادبودندوهمینطور
اصولاًهرچیزیکهوجودداردوآنانروابطمیاناعدادوآهنگهارا
ازیکسووویژگیهاوبخشهاوبخشهایآسمانوهمهموجودات
جهانراازســویدیگرگــردمیآوردندوآنهاراباهممقایســه
میکردندواگرچیزیکمبود،سرشــتیمصنوعیبهتولیدنسبت،
درهرجاینظامکمکمیکرد.مثلًاتصورمیشدکه10کاملترین
عدداستوکلقلمرواعدادرادربرمیگیرددرنتیجهبایددرآسمان
نیز10جرمباشــدکهبهشکلســتارهبگردند،اماچونجرممرئی
داریم،آنانیکجرمودهمابداعکردند،همانضدزمیننامرئی.«

و4  ارســطوعدد4راعددعدالتمیدانستچون
رااولینمربعکاملمیخواندازاینروآنراعینعدالتمیدانســت.

 قسمت سوم 

اعداد

یاران همیشگی سلام ...
نمی دانید چقدر مشتاقم تا باز هم موقع و موعد ارائه داستان جدیدی از این زیباترین اسرار ریاضی برسد. چرا که فراگرفتن آن هم 

تاریخ زیبای ریاضی است، هم داستانی از آنچه از ابتدا آموختیم و تا انتها با ما خواهد بود.
در شماره قبلی به اعتقاد فیثاغورسیان و عقیده آن ها در مورد جهان هستی و رابطه موسیقی و اعداد و . . .  پرداختیم. در این شماره 
می خواهم به سراغ افلاطون و ارسطو و عرفان هم بروم تا باز هم در اعماق تاریخ غوطه ور شویم و نه تنها خفه نشویم بلکه پرنفس تر بر آئیم!

اشاره
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افلاطونهمازمنتقدانبزرگفیثاغورســیانبــوداماچونهمواره
بهدنبالاندازهگیریحیاتوهماهنگیبینآنبامترومعیارفلسفی
خودشبوددرجاهاییپذیرفتکهاعدادکلیدهاییبرایحلمعماهای
رازگونهخلقتهستند.ســرانجامتفکراتفیثاغورسیواندیشههای
افلاطونــیدرمکاتبنوافلاطونیونظامهایغنوصــیادامهیافتو
یکعرفانعــددرابهوجودآوردکهبگوید»اعدادبرطبیعتاشــیا
تحتامرخوداثرمیگذارندومیانخداوندوجهانآفرینشواســطه
هستند«بااینروشهرعددسرشتیمخصوصورازدارخودبامعنای
متافیزیکــیمیپرورد.اینمکتب)نظــامنوافلاطونی(تأثیریعمیق

بــرنگرشهایعرفانیســهدیــنابراهیمی
یهودیت،مسیحیتواسلامگذاشتهاست.

فیلویاسکندرانیبادنبالکردناینخط
فکریاندیشــههاییازعهدعتیقوتفکرات
فیثاغورسیانرادرهمآمیختواساسکتاب
مقدسدرقرونوسطارابناکرد.قبالاییهود
درقرونوسطایکیازبزرگترینپیشرفتهای
سنتفیثاغورسیاستکهدرآنعرفانعددی
پیچیدهایریشهکردهاستدرقبالاواحدهای
دهگانهایداریمکهخودشانبههموابستهاند
و22حرفالفبایعبریپلهایبینآنهایند.
درقبــالاواحــدازلیبــهســفیروتدهگانه
)ازسافربهمعنیشمردن(تقسیممیشود.

بالاترینســفیراکِتِر)تاج(استکهازآنحکمتوهوشجوانه
میزند.ســفیرایچهارمحِسِــد)محبت(یاگِدولا)بزرگی(پنجم
گِوورا)عدالت(ششمتیفِرت)زیبایی(هفتمنتِِصا)نصر(هشتمهود

)حلال(،نهمسود)بنیاد(دهممَلخوت)قلمرو(هستند.
اکنونبازهمبحثراهمینجارهامیکنیمتادرشــمارهبعد
بهســراغعرفاناســلامیونمادگراییعددیقرونوسطاییبرویم.

امادراینشمارهمیخواهمبهمعرفیعدد2بپردازم.
عــدد2بعدازعدد1دوگانگیرابرایمانتداعیمیکند.جالب
استتوازن)ترازو(،سکونتعادل)الاکلنگ(قطبهایمثبتومنفی

و…همگیعدد2راظاهرهرمیسازند.
یک،مظهرنقطهبودو»دو«نمایانگرطول،دواولینعددیکه
ازوحدتدوریمیکند.جالباســتدوریکردنازیکتاییشروع
انحرافوگناهاستدوهمازیکیبودندوریمیکندنمادانحراف

ازخیرومنشــانفاقاست،دونشــاندهندههمةدونیمگیهاست،
ازطرفدومیتواندنمادیبرایرقابتباشدومایهرحمت،اگرابرها
دوتانباشند)منیتومنفی(باراننخواهدبارید.اگرتفاوتهانباشد

زندگیزیبانیستاگردوپانباشدراهرفتندشواراست.
جالباستدونیمهشدننشانهضعفاستودوبرابرشدننماد

قدرت)اینویژگیبرهمهاعدادطبیعیجریکقابلبیاناست(
یونانیانباســتاندورانمــادمبدا»زنانگــی«و»مادربودن«
نســبتمیدادندچونمخالفیکتاییبودآنراعددشیطاننامیدند.
افلاطونمیگوید:»دورقمیاســتبدونمعنــاودالبرارتباطی

کهبهوجودآورندةعاملسوماست«
درکیمیاگریدومعنای»امتداد،ماه
وخورشید،شاهوشاهبانو،گوگرددرجیوه
کهدرابتداضدهمهستندوسرانجامواحد

میشوند«رادارد.
جهان خداوند میگوینــد یهودیــان
رابــرپایهدوقــراردادهاســت.مصریان
درداستانهـایکـهنآوردهاندکههوروس
)Haroeis(وجــهداردیکیهاروئیس دو
نامیکههوروسبهآنخواندهمیشــدو
دیگریهارپوکراش)Harpokrates(به
شکلکودکیکهانگشتخودرامیمکد.
دراساطیرهند،آگنی)خدایآتش(

دووجهیاستکهیکیدلپسندودیگروحشتناک.
درایرانباســتانعدددومبارزهاهورامــزداواهریمننمایان
شــدهآناننبردشبوروزرادارندکهشــبزمینیوروزآسمانی
است.ژاپنیهامعتقدندکهایزانامیوانراناگیازدواجکردندوژاپنو

خدایانآنهابهوجودآمدند.
درآفریقاآدمهـادرسایـهزنـدگیومرگ،نیکیوبـدیو…
زندگیمیکنندکهنترینوپررازورمـزتریننمـادجهـان،تصویر
دوماربههمپیچیدهدورچوبیقائماستکهباستانیوجهانیاست.
«همان»زمینو درنردمســیحیانطیبنماددواست.»1وـ
آســمان«دریکیازتندیسهایتختجمشیددوابوالهولازکوی

بالدارمحافظتمیکنند.
پیامبراکرم)ص(میفرمود:» اخِْتِلافُ امَُّّتى رَحمَه«.

فعلًاخداحافظیمیکنمتاشمارهبعد...،یاعلی...

)11(

اعداد
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آموزشی
  اکرم قابل رحمت

 معرفی مثلث
در رأس و روی اضلاع این مثلث عدد 1 قرار گرفته است.

51 1010 5 1

1

1 1

31

1 1

3 1

2

41 46 1

و عددهای هر ســطر مجموع دو عددی است که در بالا و سمت 
چپ راست آن قرار دارند، مثلًا:   

این اعداد را می توان با روش گفته شده ادامه دهید.

 کاربرد:
مهم ترین کاربرد این مثلث محاســبه ضرایب بسط دو جمله ای 

نیوتن است.
 

 
 

که مربع های کنار هر جمله ضرایب هستند که اعداد آن از طریق 
مثلث خیام و ترکیبات به دست می آید.

 

51 1010 5 1

1
1 1

31
1 1

3 1
2

41 46 1

(a+b)0= 1
(a+b)1 =1 a + 1 b
(a+b)2=1 a 2+ 2ab + 1 b2

(a+b)3=1 a 3+ 3a2b + 3ab2+1 b3

(a+b)4 =1 a 4+ 4a3b + 6a2b2+4ab3+1 b4

(a+b)5 =1 a 5+ 5a4b + 10a3b3+10a2b3+ 
5ab4+ 1 b5

  ادامه دارد   ادامه دارد 

 مقدمه:   مثلث »خیام ـ پاسکال« توسط دانشمندان گوناکونی از هند و ایران و چین و غیره و بعدها در اروپا بررسی شده است 
و در زبان های گوناگون، نام های مختلفی دارد در زبان انگلیســی »مثلث پاسکال« ایتالیایی »مثلث تارتالیا« و در زبان فارسی 

مثلث خیام گفته می شود. 
 مثلث خیام1، مثلث پاسکال2، مثلث تارتالیا3 یا مثلث خیام ـ پاسکال 

بـه آرایـش مثلثی شـکل ضـرایب بسط دوجـمله ای گفـته می شـود.                                                      
در کتاب های درسی از این مثلث نام برده شده، لذا در این مقاله، این آرایه از اعداد و شگفتی های جالب آن را ارائه می کنم 

که امیدوارم برای شما مفید و جذاب باشد.

)12(

 مثلث 
خیام ـ پاسکال
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برایبهدســتآوردنضرایبازطریقمثلثبرایتوانهایبالا،
کمیطولانیاستزیرابایداعدادمثلثراادامهداد.

ایـنضرایـبرامیتـوانازرابـطهتـرکیبنیزبـهدستآوردکـه
بهشرحزیرمیباشد.

بهدســتمیآید بهطورکلیضریبجملهkامازرابطه

کهدرآن:

 

 




 جذابیت ها )شگفتی های( مثلث:
اینمثلثبهظاهرسادهخواصبسیارجالبوحتیبدوناغراق

شگفتانگیزیداردکهبهآنهامیپردازیم.

 خواص قطری: 





1

1

10 10

3

5

1

1

4

15

1

1

61

4

15

1

1

3

5

1

1

6

20

2

1

6 1

ر4
قط

ر 3
قطر 3قط

قطر 4

ر 2
قط

قطر 2

1(اعدادرویدوضلعکناری)قطرهایاول(همگییکهستند.

2(اعدادرویقطردوماعدادطبیعیراتشکیلمیدهند.
 

3(اعدادرویقطرسوماعدادمثلثیراتشکیلمیدهند.
 

)1( )3( )6( )10(

4(اعدادرویقطرچهارماعدادتترائدرال)Tetrabedral(یا
هرممثلثالقاعدهرامیسازند...



 )1( )4( )10( )20(

5(مجموعاعدادقطریدنبالهمعروففیبوناچیرامیسازد.

وهرجملهازجمعدوجمله دردنبالهفیبوناچی
قبلیبهدستمیآید.



1
1

6 15 20 15 6
1 5 10 10 5 1

1 2 1

1 4 6 4 1

1 1

1 3 3 1

1

1
1

2
3

5
8

13
21
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 خواص سطری: 



1

1

10 10

3

5

1

1

4

15

1

1

61

4

15

1

1

3

5

1

1

6

20

2

1

6 1

1.اعدادهرسطرازدوطرفمثلهماست.
2.مجموعاعدادهرسطرازمثلث،یکیازتوانهایدواست.

ادامهدارد

3.اگراعدادهرسطرراکنارهمبنویسیمتوانهای11بهدست
میآید.)درهرسطرعددرابسطدهدهیببینید(

کافیاست *همانطورکهمشاهدهمیکنیدبرایمحاسبه
مثلثراکنارهمبنویسیدوبسطدهدهی اعدادسطر

دهید.
یکیازمطالبجالبدراینمثلثفراکتالیاســتکهبهمثلث
)Faractal(سرپینسکیمعروفاست[برخالیافراکتالیافرکتال

ساختاریاستکههرجزءآنباکلآنمتشابهاست]4
مثلثسرپینســکیSier pinski Traiangle(۵(فراکتالی
استکهتشکیلمیشــود،تکرارهارابایدبارهاوبارهاانجامدهیم،
شکلهایزیر،چهارمرحلهاولساختاینمثلثرانشانمیدهد.

11

11

2

1

1

1

1

2

1

11 2



45
شمارۀ 7     دورۀ متوسطه 2 دورۀ دوم  تابستان 1403  

اندیشه
تفریح

شماهممیتوانیدخودتاناینفراکتالرارسمکنید.
یکیازمسائلیکهموردتوجهریاضیدانانبودهاستفادهازمثلث

درمحاسبهمسائلیاستکهدونمونهازآندرزیرآمدهاست.
1.دریکخانواده۵فرزندیپیشــامدآنکهخانوادهاز3دختر

و2پسرتشکیلشدهباشد،چقدراست؟


دختر پسر



 جمع ضرایب   

 : ضریب  
 

 2.ازبـین12نـفرتیـم۵نـفرهبسکتبـالانتخـابمیکنیـم
چندگروه۵نفرهمیتوانانتخابکرد؟



792: ج 
***

امیدوارماینمقالهموردتوجهشمادانشآموزانعزیزقرارگرفته
باشــدالبتهبازهمجایبحثداردکهدرآیندهچهچیزهاییازاین

مثلثبهدستمیآیدشماهمفکرکنید.

 پینوشتها ........................................................................................
1.خیامدانشمندایرانیمتولد)۵17-440قمری(

2.پاسکالدانشمندفرانسویمتولد)1662-1623میلادی(
3.نیکولوفونتاناتارتالیادانشمندایتالیایی)1۵۵7-1۵00میلادی(

4.درشمارهبعدیمجلهمطالبیدررابطهبافراکتالهاارائهخواهیمداد.
5.رالترافسرپینیسکیریاضیدانلهستانی)1882-1969(

منابع .............................................................................................

دانشگاهصنعتیشریف تهرانـ پاسکالـ 1.بهبودیان،جواد)1384(مثلثخیامـ
مؤسسهانتشاراتعلمی

جهاددانشگاهی تهرانـ 2.جعفری،سیامک)1386(مثلثخیام،هندسهفراکتالـ
واحدصنعتیامیرکبیر

3- http://faradans.org 

پس از سال ها جنگ و نزاع ســخت در مورد حقوق 
برداشت آب در یک ده، مالکان دو گله داری L و K تصمیم 
به ساختن مخزن آبی با پمپ گرفتند، که به هر دو قسمت 
آب برســاند، و در مورد جمیع جزئیات کار به اســتثنای 
مهم ترین آن ها، یعنی محل مخزن، دوستانه موافقت کردند.
K، که از ریاضیات اطلاع چندانی نداشت و انجام امور 
را ســاده در نظر می گرفت، گفت: ببین L، گله داری تو در 
سه مایلی جنوب رودخانه است. مال من در پایین رودخانه 
به فاصلة شانزده مایل از گله داری تو و در فاصلة نه مایلی 
جنوب رودخانه است، که به طرف مشرق بین زمین های ما 
جاری است، بیا پمپ را در نقطه ای از ساحل رودخانه قرار 
دهیم که فاصلة آن از هر دو گله داری یکی باشــد. در این 
صورت به آسانی می شود محاسبه کرد که هزینة آبرسانی 

برای هردومان برابر می  شود.
L گفت: راه ارزانتری هم موجود است. محلی در امتداد 
ساحل وجود دارد که در صورتی که پمپ را در آنجا نصب 
کنیم، کل طول مســیر به هر دو گله داری کمتر از هر جای 
دیگر می شود. اگر هزینة هر دو مسیر را به تساوی متقبل 

شویم هر دو پول کمتری پرداخت خواهیم کرد.
K جواب داد: بسیار خوب، اما این محل کجاست؟

L پاســخ داد: کمی وقت بده تا محاسبه کنم، در حال 
حاضر نیاز به یادآوری بعضی مطالب ریاضیات عالی دارم.

روز بعد با هم ملاقات کردند و L اقرار کرد که قادر به 
حل مسأله نشده است. وی گفت: بیا نقشة تو را اجرا کنیم. 

می توانم آن را محاسبه کنم.
K گفت: اصلاً و ابداً. نقشة تو بهتر از نقشة من است و 
من می توانم بدون کمک گرفتن از ریاضیات عالی تو جای 

پمپ را مشخص کنم.
K چگونه مسأله را حل کرد؟

کوتاه ترین فاصله

 جواب:   گلهداریتصوریKرادر18مایلیشمالگلهداریحقیقی
اوقرارمیدهیم،دراینصورتساحلجنوبیرودخانهازوسطآنها
میگذرد.توجهداشتهباشیدکهمخزنمزبوربیتوجهبهقررگرفتن
محلآندرامتدادساحلجنوبیازگلهداریحقیقیوتصوری
Kدقیقاًبهیکفاصلهاست.بهاینترتیب،کلفاصلةگلهداری
LازمخزنوهریکازدوگلهداریحقیقیوتصوریKیکسان
است.ازآنجاکهکوتاهترینفاصلةLازگلهداریتصوریKخط
راسترسمشدهبینآنهاست،مخزنرادرمحلیقرارمیدهیم.



46

تاریخ  و فلسفه ریاضی
 میرشهرام صدر

نحوهآشــناییمنباایشــاندردفترانتشاراتکمکآموزشی
سازمانپژوهشوبرنامهریزیدرسیبود.ایشانمدیرداخلیمجله
رشدآموزشیزیستشناسیوبندهمدیرداخلیمجلةریاضیرشد
برهانمتوسطهدومبودم.ایشانبسیاردغدغهآموزشبرایجوانان
ونوجوانانراداشتودراینراهشبانهروزتلاشمیکرد.یادمهست
کهدراواســطدهه80،ایشــانمســئولمرکزمطالعاتراهبردی

حسن سالاری، 
متولد 1355 در شــهر 

جاجرم استان خراسان شمالی، 
مترجم، نویســنده، ویراســتار علمی، 

پژوهشــگر در زمینة آموزش و پــرورش بود. 
تحصیلات مقدماتی را تا اخذ دیپلم در جاجرم گذراند و 

در سال 1373 در رشتة گیاه شناسی دانشگاه بوعلی سینا همدان 
پذیرفته شد. حضور او در دانشگاه و آشنایی با استادان برجسته ای مانند 

دکتر مرتضی عطری، تا حدودی مسیر زندگی او را تغییر داد.
دکتر عطری که شــور واشتیاق وی را در مسائل علمی مشاهده کرده بود، به او توصیه 

کرد که برای آشنایی با جدیدترین دســتاوردهای علمی بشر، حتماً زبان انگلیسی را به طور کامل 
بیامــوزد و آموختن زبان دریچه ای از دانش روز را به روی وی گشــود. با تلاش فــراوان از فضای مجازی و 

سایت های معتبر علمی جدیدترین نتایج علوم را گاهی با نرم افزارهای خاص یک جا محتوی سایت را دریافت می کرد 
تا با کمترین هزینه آن ها را سر فرصت بررسی کند. ایشان در سال 1380 با رتبه 2 در مقطع کارشناسی ارشد رشتة بیوشیمی 

پزشکی دانشگاه تهران پذیرفته و در سال 1382 از آن جا فارغ التحصیل شد.
همزمان با تحصیل در مقطع کارشناســی ارشد با مجلات رشد آموزش و پرورش همکاری می کرد و چند سال مدیر داخلی مجله رشد 
آموزش زیست شناســی بود. به ترویج علم و معرفی نام آوران ایرانی بسیار علاقه مند بود و همواره سعی می کرد که تألیفات خود را به زبان 
ساده و روان برای نوجوانان و جوانان عرضه کند. به همین دلیل کتاب های او بارها برنده جوایز متعدد شده بود که از جملة آن ها می توان به 
سه بار دریافت جایزه کتاب سال، ســه بار جایزه کتاب فصل و دوبار جشنواره کتاب های آموزشی رشد وزارت آموزش و پروش و جایزه قلم 

پرنده کانون پرورش فکری کودکان و نوجوانان را در سال 1398 از آن خود کرد.
از بین تألیفات ایشان می توان به کتاب های آموزش علوم و تاریخ علم اشاره کرد و مجموعه دوجلدی فرهنگ نامه طلایی کلید دانش از 
نشر طلایی زیر نظر ایشان تهیه و تدوین شد. در نشریات و روزنامه های بیش از 300 مقاله نوشت و به جهت در دسترس قرار گرفتن محتوی 
 آموزشی مناسب برای نوجوانان و جوانان، پایگاه اینترنتی »جزیره دانش« را راه اندازی کرد و در اولین سال شروع به کار از طرف وزارت مخابرات؛

رتبه برتر سایت های آموزشی را دریافت کرد.
سالاری پاک و بی تکبّر بود، سادگی و ساده زیستی ایشــان واقعاً عجیب بود، بسیاری از وقت ها شب ها با خوردن نان و ماست در اداره 

کارش را تا پاسی از شب پیگیری می کرد.
سرانجام در 19 دی ماه سال 1398 وقتی قصد عزیمت به زادگاه خود را داشت، در اثر سانحة واژگونی اتوبوس دارفانی را خیلی زودتر از 
آن چیزی که می توان تصور کرد، وداع گفت. از ایشــان یک فرزند دختر به نام صبا که هم اکنون در رشتة کارشناسی علوم ورزشی تحصیل 
می کند و یک فرزند پسر به نام شایان که در مقطع پنجم دبستان تحصیل می کند به یادگار مانده است، البته همسر محترمشان همواره در 

طول این سال ها یار و مشوق اصلی برایشان بود، یادش گرامی باد.

دفترانتشــاراتکمکآموزشیبودوبهپژوهشپیرامونمجلههای
آموزشیجهانمیپرداخت،هرچندکهمسئولانوقتدفترانتشارات
کمکآموزشی،نتوانستندازاطلاعاتونقطهنظراتایشاندرجهت
نگارشمنشورمجلاترشدبهرهکافیراببرندولیسالاریبیوقفه

وشبانهروزمشغولپژوهش،مطالعهوتألیفبود.
بعدازگذشــتچندسالدوســتیوهمکاریباایشان،دراواخر

)7(
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دهة80؛بنابهدرخواســتآقایوحیدعالمیانمســئولگروهریاضی
دفترتألیفکتبدرسی،قرارشدکهاینجانبوآقایانحمیدرضاامیریو
رضاجلیلیکتابریاضی3رشــتةعلومتجربــیراموردتجدیدنظر
قــراردهیــموبخشهاییرابهآنکتاباضافــهنماییمتااینکتاب
باکتابهایجدیدالتألیفریاضی1و2آنزمانهمسوشود،تغییرات
فصلدومکتابیعنیتابعبهبندهســپردهشد،چوناینکتاببرای
دانشآموزانرشــتةتجربیبود،ســعیبرآنداشتمکهازمثالهای
کاربردیتابعدرعلومتجربیاستفادهنمایمبههمینمنظورمثالهای
زیرراباکلیمطالعهدرحوزهسلامتوبهداشتپیداکردمودرقسمت
ضابطــةتابعقراردادموتمامتلاشخودرابهکارگرفتمکهمثالهای

انتخابیمطابقبااطلاعاتویافتههایدانشآموزانایندورهباشد.

 1 مثال 
اگریکسنگریزهازبالایبرجیبهطرفپایینرهاشودوشتاب
اینصورتفاصلةپیمودهشدة باشد،در جاذبهزمین

dازموقعرهاشدنپسازtثانیه،ازرابطةزیربهدستمیآید:

tتابعایازdهمانطورکهملاحظهمیکنیدفاصلةپیمودهشده
زمانرسیدنسنگریزه استکه است.دامنهاینتابعبازه

بهزمیناست.

 2 مثال 
انرژیپایهدربدنبهمقدارانرژیگفتهمیشودکهبرایتأمین
ســوختدســتگاههایغیرارادیدرونبدنمانندقلب،ریه،کلیه،
دســتگاهگوارش،دستگاهتنفس،غدددرونریزومانندایناستفاده

میشود.
ازانرژیدریافتیبدنازغذاها،صرفتأمین بهطورمعمــول
دیگربرایتأمینسوختفعالیتهایفیزیکی فعالیتهایپایهو
روزانهاســت.برایمثال،مقدارکالریلازمبراییککارمنددریک

شبانهروزازرابطةزیرمحاسبهمیشود:
30×وزنبدنبرحسبکیلوگرم=مقدارانرژیلازمبرایبدن
چنانچهوزنکارمندی80کیلوگرمباشــد،برایتأمینانرژی
کالریدریکشبانهروزاحتیاج موردنیازخودبه
دارد.بنابرایناگراینشــخصروزانهبیشاز2400کالریدریافت
کنــد،آنگاهدچاراضافهوزنشــدهواگرکمتــراز2400کالری
دریافتکند،سببکاهشوزنمیشود.ولیاگرهمان2400کالری

رادریافتکندوزناوثابتباقیمیماند.

باتوجهبهفرمولِمقدارانرژیلازمبرایبدن،ملاحظهمیکنیم
کهمقداراینانرژیتابعیازوزنانســاناســت.هرچهوزنبیشتر
باشد،مقدارانرژیمصرفیلازمبرایبدنبیشتروهرچهوزنکمتر
باشــد،مقدارانرژیمصرفیلازمبرایبدننیزکمترمیشود،دامنه
 کمترینوزنانســانهاو اســتکه اینتابعبازه

بیشترینوزنانسانهااست.

 3 مثال 
یکیازروشهایمرســومسنجشوزنایدهآلافراد،استفادهاز
شاخصتودهبدنیباMBI1استکهازرابطةزیرمحاسبهمیشود:


BMI=

وزن بدن برحسب کیلوگرم
مجذور طول قد برحسب متر

پسازمحاسبةMBIیکیازحالتهایزیربرایهرفرداتفاق
میافتد.

  شخصلاغراستوکمبودوزندارد.

 شخصوزنطبیعیداردودرمحدوده  

سلامتوزنیاست.
  شخصاضافهوزندارد.

  شخصچاقووضعیتبحرانیدارد.

بااینروش،وضعیتوزنیهرفردیمشخصمیشودوافرادی
کــهاضافهوزندارند،بــایکرژیممناســبمیتوانندبهمحدوده

سلامتوزنبرسند.اماوزنایدهآلچیست؟
درپاسخبهاینســؤالبایدبگوییمکهوزنایدهآلباسنشما
رابطهمستقیمدارد،زیراباافزایشسنبهطورطبیعیمیزانچربی
ذخیرهایبدنبالامیرودوBMIافزایشمییابد.بههمینجهت
متخصصانعلومتغذیهبهکمکجدولســن،BMIمناسبگروه

سنیافرادمختلفرابهصورتزیرتعیینمیکنند.

BMIگروه سنی

2219-24

2325-34

2435-44

2545-54

2655-64

65 به بالا27
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پسازیافتنBMIمناســبباگروهسنیهرفرد،وزنایدهآل
طبقفرمولزیرمحاسبهمیشود:

مجذور قد برحسب متر ×BMI =وزن ایده آل برحسب کیلوگرم

اکنونکهوزنایدهآلخودرادانستید،معلوممیشودکهچهقدر
اضافهوزنیاچهقدرکمبودوزندارید.

بادقتدرفرمولوزنایدهآلدرمییابیمکهوزنایدهآلتابعی
ازطولقدهرفرداست،همچنینچونوزنایدهآلازحاصلضرب
BMIدرمجذورقدبرحسبمتربهدستمیآید،مشخصمیشود
کــهوزنایدهآل تابعــیازBMIودرنتیجهگروهســنیهرفرد
میشود.دراینفرمولطولقدوBMIمتغیرهاییمستقلووزن

ایدهالمتغیریوابستهبهآنهااست.
تغییــراتوتصحیحفصلدومکتابراانجامدادمتابهموضوع
ترکیبدوتابعحقیقیرسیدم.دراینقسمتهمسعیبرآنداشتم
کــهاینموضوعرابایکمثالکاربردیدرعلومتجربیآغازنمایم.
اماهرچهجســتجوکردم،نتوانستمکهچنینمثالیراپیداکنیم.
ذهنمدرگیراینموضــوعویافتنمثالیدرحوزةعلومتجربیبود
تااینکهیکروزموضوعرابازندهیادحســنسالاریمطرحکردم.
ایشانمتخصصعلمزیستشناسیبود.ابتداازنظرریاضی،ترکیب
دوتابعراکاملبرایشتشریحکردمومثالهاییبرایروشنترشدن
موضوعآوردموســپسازایشانخواستمکهمدلیبرایترکیبدو
تابعدرزیستشناسییامکانیسمبدنانسانپیداکندبهطوریکه

برایدانشآموزانایندورهقابلارائهباشد.
چندروزبعد؛ایشــانمدلیرابرایمتشریحکردکهباعث
رشــداستخوانمیشــودوگفتبااینمدلمیتوانترکیب
دوتابــعرابیانکــرد.آنچهدرزیرملاحظــهمیکنید،نتیجه
پژوهشهاوبحثهاییاستکهدراینزمینهباایشانداشتمودر
کتابدرسیریاضی3سالسومآموزشمتوسطهنگارشکردم.
اینکتابدرسی،بینسالهای1389تا139۵بهچاپمیرسید.

 ترکیب دو تابع حقیقی
هیپوتالاموسبخشیازمغزاستکهتنظیممحیطدرونبدنرا
انجاممیدهد.اگرگرسنهیاتشنهمیشویمیادمایبدنمانافزایشیا
کاهشمییابد،همگیبافرماندهیهیپوتالاموسانجاممیشود،برای
مثــالهیپوتالاموسباتأثیرازعواملمحیطیوشــرایطدرونبدن،
ملکولیبهنام»هورمونآزادکنندههورمونرشــد«رابهدرونخون
ترشحمیکند.پسازرسیدناینملکولبهغدةهیپوفیزکهبهسطح
زیرینمغزچسبیدهاست،غدههیپوفیزبهآزادسازیهورمونرشددر

خونمیپردازد.هورمونرشدازراهخونبهبافتاستخوانمیرسدو
برسلولهایآناثرمیگذاردوباعثرشداستخوانمیشود.

بنابراینرشداستخوانتابعیاز»هورمونرشد«وهورمونرشد
تابعیاز»هورمونآزادکنندههورمونرشــد«است،درنتیجهرشد
اســتخوانازترکیبایندوتابعبهدســتمیآید.چنانچهتابعرا
بهعنوانیکماشــیندرنظربگیریمکارهیپوتالاموسوهیپوفیزرا

میتوانبهصورتزیرنشانداد:


هیپوتالاموس

هیپوفیز

اکـنوناگـرعـملهـیپوتـالامـوس
برعواملمحیطیوشرایطدرونبدنرا
باfوعملغدةهیپوفیزراباgنمایش
دهیم،ترکیبدوتابعfوgرابهصورت

بهروخواهیمداشت: رو

هیپوتالاموس

هیپوفیز

f

g

هورمون آزادکننده

هورمون رشد
x

f (x)

g (f (x))

عوامل محیطی

 پینوشت ......................
1. Bady Mass Index






