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شماره :

 تیراژ: 5000  نسخه 50́  تومان   بها: 000  دورۀ ‌‌دوم    تابستان     1403 48 صفحه   

 مجله ریاضی برهان دانش و تفکر ریاضی، 
 از همه دبیران ریاضی، دانش‌آموزان 

 و علاقه‌مندان به ریاضی در زمینه‌های زیر 
دعوت به همکاری می‌کند:

 نگارش مقاله‌های کاربردی ریاضی
)کاربرد در زندگی روزمره و علوم دیگر(

 نگارش مقاله‌های کمک‌آموزشی )منطبق با سرفصل‌های 
کتاب درسی ریاضی دوره متوسطه دوم(

 طرح معماها و جدول‌های ریاضی
برای  آن‌ها  به‌همراه حـل  مسابقه‌ای  مسـائل  طرح   

دانش‌آموزان
 نگارش مقاله‌های خواندنی ریاضی، مانند تاریخ ریاضیات، 

لطیفه‌های علمی و آموزشی و ...
 تهیه گـزارش از مـدارس موفق و مصاحبه با دبیران و 

دانش‌آموزان موفق.

 لطفاً در مقاله‌های ارسال شده :نکات زیر را در نظر بگیرید
 مطالب یک خط در میان و در یک روی کاغذ نوشته و 

در صورت امکان تایپ شود.
 شکل قرار‌دادن جدول‌ها، نمودارها و تصاویر پیوست و 

در حاشیه مطلب نیز مشخص شود.
 نثر مقاله، و از نظر دستور زبان فارسی درست باشد و 

در انتخاب واژه‌های علمی و فنی دقت شود.
 برای ترجمه مقاله، نخست اصل مقاله و منبع دقیق آن، 
به همراه ترجمه یک بند از آن، به دفتر مجله ارسال شود 
تا مورد بررسی شورای نویسندگان قرار گیرد و پس از 
تصویب مقاله، سفارش ترجمه به فرستندة مقاله داده 

خواهد شد.
 در متن‌های ارسالی تا حد امکان از معادل‌های فارسی 

واژه‌ها و اصطلاحات استفاده شود.
 پی نوشت‌ها و منابع، کامل و شامل نام اثر، نام نویسنده، 
نام مترجم، محل نشر، ناشر، سال انتشار و شماره صفحه 

مورد استفاده باشد.
 چکیده‌ای از اثر و مقاله ارسـال شـده در حـداکثر 250 

کلمه، همراه مطالب ارسال شود.
 در مقاله‌های تحقیقی یا توصیفی، واژه‌های کلیدی 

در انتهای چکیده ذکر شود.
هم‌چنین:

 مجله در پذیرش، رد، ویرایش یا تلخیص مقاله‌های رسیده 
مجاز است.

 مقاله‌های دریافتی درصورت پذیرش یا رد، بازگشت داده 
نمی‌شود. 

صلنامۀ  آموزشی، تحلیلی و اطلاع رسانی
ف

 /شورای سردبیري: حمیدرضا امیری )‌دبیر شورا( / میرشهرام صدر  صاحب امتیاز و مدیر مسئول: حمیدرضا امیری 

اکرم قابل‌رحمت ‌
  ‌مدير داخلي: ميرشهرام صدر  هیأت تحریریه: حمیدرضا امیری / میرشهرام صدر / حسین کریمی / محمدحسن گورانی /

محمد‌علی فریبرزی‌عراقی / اسحاق اسفندیار / اکرم قابل‌رحمت / لطافت اميري
 مدیر‌هنری و طراح‌گرافكي: شاهرخ خره‌غاني   رسام: فرزانه پورسیفی

 مدیرحروف‌نگاری: نغمه ارفعی‌زاده   حروف‌نگاری: مهشید ابوالحسنی   همکار اجرایی متن: فرناز براتی‌پورفرد

 نشانی: خیابان انقلاب، نرسیده به چهارراه فلسطین، پلاک 923، طبقه سوم  تلفن:  09121087264 چاپخانه: چکاد
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حرفاول سخن دبیر شورا

 نوشتن را
»جدّی«  بگیرید؟

هوالطیف

ســعی کنید آن را به صورت یک عادت در وجودتان نهادینه کنید؛ نوشــتن را می گویم. هر روز بنویســید، 
 

هر شب بنویسید، باور کنید نوشتن اعجاز می کند.

 خداوند به قلم و هر آنچه می نویســد قســم خورده اســت. آرزوهای خودتان را بنویســید تا محقق شــوند. 
شما هدفی را  که می نویسید خلق خواهید کرد.

وقتی اهدافتان را می نویســید، با آن ها زندگی می کنید و از جایی که باور نمی کنید و شــاید از مســیری که 
فکرش را هم نمی کرده اید، به آن ها دست می یابید.

دوستان خوبم، نوشتن را جدّی بگیرید و این فرهنگ خوب را در خود ایجاد کنید.

 در حدیثــی گهربار، پیامبر اکــرم )ص( فرمودند: »قید العلم بالکتـابه..« )بحارالانــوار، ج 58، ص124(. یعنی
با نوشتن، علم را به زنجیر بکشید )در اختیار بگیرید(.

فرهنگ و عادت خوبِ نوشتن را در خودتان ایجاد کنید. بکوشید مطالبی را که یاد گرفته اید، و یا مهم هستند 

و باید به یاد بسپارید، به قلم خودتان، یعنی با زبان خودتان روی کاغذ بیاورید.

اگر تلاش کنید و خودتان را ملزم کنید به نوشتن، ماندگاری مطالب و دقت و تمرکز شما بیشتر می شود. 

مکتوب کردنِ مطالب باعث می شود قدرت حفظ کردن در شما تقویت شود.
به این روایت جالب دقت کنید:

»مردی نزد پیامبر از ناتوانی خود در حفظ کردن شکایت کرد. رسول خدا )ص( فرمودند: »استعن 

 بیمینک « )الهیثی، نورالدین/ مجمع الزواند و منـبع الفواند / ج 1، ص 152(: حفظ را با دست راست
یاری کن! یعنی، آنچه را می شنوی، بنویس.«.

مؤید و پیروز باشید

حمیدرضا امیری
)دبیر شورای سردبیری(
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آموزشي

 تعریف زاویه:
هرگاه نیم‌خطی ماننــد OA، حول یکی از نقاطش دوران کند 
)برای راحتی نقطة ابتدا یعنی O را در نظر می‌گیریم( تا به وضعیت 
جدید OB برســد )مطابق شــکل 1(. آن قسمت از صفحه که باید 
 OB جــاروب کند تا بر وضعیت ثانویــه خود یعنی OA نیم‌خــط
‌منطبق شــود، زاویه بین OA و OB می‌نامیــم. به‌طور‌‌کلی، زاویه

از دوران یک نیم‌خط حول یکی از نقاطش حاصل می‌شود.

B

A

O

A

B

O

 شکل 1 .............................................................................

با توجه به تعریف زاویه، واضح اســت که می‌توان زاویه‌ای چون 
 ،CD ،AB را )مطابق شــکل 2( با هر یک از کمان‌های 

EF یا MN نمایش داد.

O
A

C
E

N

B
D

F
M

 شکل 2 .............................................................................

مقیاس‌های اندازه‌گیری زاویه )درجه، گراد، رادیان و اجزای آن‌ها 
ـ مسأله‌های حل شده(

 OA تعریف درجه و اجزای آن: هرگاه نیم‌خطی چون   الف.
حــول نقطة O، آن‌قدر دوران کند تا بر خودش منطبق شــود، 
شــکل حاصل یک دایره بوده و گوییم نیم‌خط OA یک دوران 
کامل انجام داده است. اگر این دوران کامل را )دایره را( به 360 
قسمت تقســیم کنیم، اندازة یک قسمت از این 360 قسمت را 
1 درجه می‌نامیم. به‌عبـارت‌دیگر، اندازة زاویه‌ای در یک دایره را 
که اندازة کمـانِ روبه‌روی آن  محیط دایره باشد، 1 درجه 

می‌نامیم.

 حمیدرضا امیری

در حاشی ةمثلثات

زاویه و مقیاس‌های 
  قسمت اول  اندازه‌گیری آن
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اجــزای درجه، عبارت اســت از: دقیقه و ثانیه کــه به‌ترتیب با 
( نمایش می‌دهیم. هر درجه، 60 دقیقه و هر دقیقه  ( و ) نمادهای )

60 ثانیه است )مشابه رابطة ساعت و دقیقه و ثانیه(.
برای تبدیل این اجزا به یکدیگر، به این‌صورت عمل می‌کنیم که 
اگر بخواهیم درجه را به دقیقه یا ثانیه، و یا دقیقه را به ثانیه تبدیل 

کنیم، عمل ضرب را انجام می‌دهیم و به‌عکس.

،   و     مسأله 1.   اندازة زاویه‌ای برابر است با  و 
اندازة این زاویه را: 

الف( برحسب دقیقه، ب( برحســب ثانیه، ج( برحسب درجه 
محاسبه کنید.

    برحسب دقیقه

 

    برحسب ثانیه   

  

 برحسب درجه
 
 

 OA تعریف گراد و اجزای آن: هرگاه نیم‌خطی چون   ب.

یک‌دوران کامل انجام دهد و این دوران کامل را به 400 قسمت 
مساوی تقسیم کنیم، اندازة هر قسمت از این اقسام را یک گراد 
  از یــک دوران کامل، 1 گراد نام دارد(. به‌طور  می‌نامیم )
خلاصه، 1 گراد اندازة زاویه‌ای اســت که اندازة کمان روبه‌روی 

آن زاویه در دایره،  اندازة محیط دایره است.

 پرســش: اگر اندازة زاویــة  یک درجه و انــدازة زاویة  
یک‌گراد باشــد، کدام بزرگ‌ترند؟ اجزای گراد عبارت است از: 
دسی‌گراد، سانتی‌گراد و میلی‌گراد، که هر گراد ‌10دسی‌گراد و 
هر دسی‌گراد ‌100سانتی‌گراد )هر گراد 100 سانتی‌گراد( و هر 
سانتی‌گراد ‌10میلی‌گراد )هر گراد 1000 میلی‌گراد( می‌باشد. 
در این‌جا نیز برای تبدیل اجــزای بزرگ‌تر و کوچک‌تر، عمل 

ضرب و برای تبدیل اجزای کوچک‌تر به بزرگ‌تر، عمل تقسیم 
را انجام می‌دهیم.

 20 ،)gr( مسأله 2.  انــدازة زاویه  عبارت اســت از 100 گراد  
 ،)mgr( و 12 میلی‌گراد )cgr( 44 ســانتی‌گراد ،)dgr( دسی‌گراد

اندازة این زاویه را: 

الف( برحســب گراد، ب( برحســب دســی‌گراد، ج( برحسب 
سانتی‌گراد و د( برحسب میلی‌گراد محاسبه کنید.

  برحسب گراد )الف

 

 برحسب دسی‌گراد   )ب

 

  برحسب دسی‌گراد: روش دوم

 

 برحسب سانتی‌گراد     )ج
 

 

  برحسب سانتی‌گراد: روش دوم
 

 
      

  برحسب  میلی‌گراد       )د
  

       	   

  برحسب میلی‌گراد: روش دوم
 	

ج. تعریف رادیان: دایره‌ای به مرکز O و به شعاع OA را در 
نظر می‌گیریم )شکل 3(. اگر شعاع OA آن‌قدر دوران کند تا اندازة 
کمان به‌دست آمده از این دوران )کمان AB( برابر با اندازة شعاع 
دایره، یعنی OA شود، اندازة زاویة روبه‌روی چنین کمانی را، یک 
رادیــان می‌نامیم )1 رادیان، اندازة زاویه‌ای اســت که اندازة کمان 

مقابل آن زاویه، برابر با شعاع دایره باشد(.
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 B

AO

 شکل 3 .............................................................................

1 رادیان  

برای محاســبة اندازة محیط دایره برحسب رادیان، کافی است 
به‌رو به آن 1 رادیان است، ‌محیط دایره را به اندازة کمانی که زاویة رو
تقســیم کنیم، در این صورت، اگر شعاع دایره را L بنامیم، خواهیم 

داشت: 

 

 محیط دایره 

اندازة طول کمانی برابر با کمانی
 اندازة محیط دایره 

برحسب رادیان

تبصره: با توجه به تعاریف درجه، گـراد و رادیـان، انـدازة محیط 
دایره عبارت اســت از: 360 درجــه یا 400 گراد یا  

رادیان. 

 رابط ةتبدیل مقیاس‌های اندازه‌گیری زاویه به 
یکدیگر ـ مسأله‌های حل شده

دایره‌ای به مرکز O و به شعاع L را در نظر می‌گیریم، اگر طول 
کمان AM را مطابق شکل )a )4 بنامیم، خواهیم داشت:

M

A

a

O

 شکل 4 .............................................................................

 

 

 

  

 

 توجه D :1 را ‌اندازة زاویه برحســب درجه می‌خوانیم و G را 

اندازة زاویه برحســب گراد و هیــچ‌گاه D را درجه و G را گراد 
نمی‌خوانیم و همین‌طور R را. 

 توجه 2: با توجه به دو نسبت اول رابطة )1( داریم: 

 

و فرامــوش نمی‌کنیم که از رابطة )2( فقط و فقط برای تبدیل 
درجــه و گراد یه یکدیگر اســتفاده می‌کنیم و هر کجا که پای 
رادیان به میان کشیده شود، پای رابطة )1( را باید به میان کشید! 

 مسأله 3.  اندازة زاویة  عبارت است را  ، اندازة 
این زاویه را: 

الف( برحسب درجه      ب( برحسب رادیان، محاسبه کنید. 

   	 داریم:

 
حال 0/34 را به دقیقه و ثانیه تبدیل می‌کنیم: 

  برحسب دقیقه
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و حالا  را به ثانیه تبدیل می‌کنیم:
  برحسب ثانیه 	

پس اندازة زاویه  برحسب درجه، یعنی D، برابر است با:

ب( طبق رابطه تبدیل داریم:  

 
رادیان   	

  مسأله 4.   اگر 1/2 برابر اندازة زاویه‌ای برحسب گراد را به اندازة 
همان زاویه، برحســب درجه اضافه کنیم، عدد ۴۵ به‌دست می‌آید. 

اندازة زاویه را برحسب رادیان محاسبه کنید.

 : طبق فرض مسأله داریم
 

 از طرفی داریم: 
      

)دو مجهول را به یک مجهول تبدیل کردیم.(

  اندازة زاویه برحسب گراد

و نیز داریم:

)اندازة زاویه برحسب رادیان( 

  مسأله 5.  اندازة زاویه‌ای برحسب رادیان، بـرابـر است با حاصل 
تقســیم  بر اندازة همان زاویه برحسب درجه، اندازة این زاویه را 

برحسب گراد محاسبه کنید:
 طبق فرض داریم:  

 
  از طرفی طبق رابطة تبدیل داریم: 

 

                                          
از طرفی:

 توجه بسیار مهم: همان‌طور که در مسائل گذشته مشاهده 

‌کردید، ما هیچ‌گاه D را به‌معنای درجه در نظر نگرفته‌ایم یا G را
به‌معنای گــراد یا R را به‌معنای رادیــان؛ بلکه D یعنی اندازة 
زاویه‌ای برحســب درجه، G یعنی اندازة زاویه‌ای برحسب گراد 
و R یعنی اندازة زاویة برحســب رادیان، که توجه به این نکته، 

کمک قابل‌توجهی در حل مسائل می‌کند. 

  و اندازة    مسأله 6.  در مـــثلث ABC، اندازة زاویـة 
زاویه C برحسب گراد  اندازة زاویة B است، برحسب درجه، ثابت 

کنید مثلث ABC متساوی‌الساقین است. 

 : طبق فرض داریم
 	

حال اندازة زاویة  را که برحســب گراد داریم، برحسب درجه 
به‌دست می‌آوریم تا رابطه دیگری بین زوایای  و  برحسب درجه 
به‌دست آید و با توجه به رابطة )1( دو معادله دو مجهول به‌دست آید.

 : داریم
	

 

 )اندازة زاویة C برحسب درجه(

طبق رابطة )1( داریم:
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 و چون  

پس مثلث متساوی‌الساقین است.

  مسأله 7.   چه زاویه‌ای است، اگر حاصل‌ضرب  درتفاضل 
عکس اندازه‌های آن برحسب درجه و گراد، برابر با دو برابر اندازة آن 

برحسب رادیان باشد؟

طبق فرض داریم:
  

ایــن معادله دارای 3 مجهول اســت؛ ابتدا با اســتفاده از رابطة 

، معادله را به 2 مجهول تبدیل می‌کنیم: 

   	

 

 

 

	 پس  

 از طرفی داریم:

 

 

انداز‌ة زاویة  برحسب گراد   	

 

 تعـیین زاویـه‌هـای بـین عـقربـه‌های سـاعت 
در ساعت‌های مختلف ـ مسأله‌های حل‌شده

صفحة ساعت را دایره شکل فرض می‌کنیم و برای محاسبة بین 
عقربه‌های ساعت‌شــمار و دقیقه‌شمار، به صورت زیر عمل می‌کنیم: 

)این روش با ذکر مثالی توضیح داده می‌شود(.
مطابــق )شــکل 5( مثلًا زاویــة بین عقربه‌های ساعت‌شــمار 
‌و دقیقه‌شــمار در ســاعت 1/5 را با توجه به تعریف زاویه، می‌توان
با کمان AM نمایش داد که این کمان از تفاضل کمان OA از کمان 
OM به‌دست می‌آید؛ یعنی: محاســبة این زاویه مستلزم محاسبة 
کمان OA که همان انحراف عقربه ساعت‌شــمار اســت و محاسبة 
‌کمان OM  که انحراف عقربة دقیقه‌شــمار است، می‌باشد. انحراف
ایــن عقربه‌ها را در حالت کلی، به‌ازای گذشــت هر دقیقه بررســی 
می‌کنیم؛ با توجه به این‌که صفحة ســاعت، دایره و  است و نیز 
به 12 قســمت تقسیم شده، هر قسمت یعنی: فاصلة هر عدد با عدد 

  می‌باشد، پس: بعدی 

O

A

M

O

 شکل 5 .............................................................................

دقیقهعقربة دقیقه‌شمار

30060

x =0/51

)عقربة ساعت‌شمار، هر یک دقیقه، 0/5 درجه منحرف می‌شود(

دقیقهعقربة دقیقه‌شمار

30050

x = 61

)عقربة ساعت‌شمار، هر یک دقیقه، 6 درجه منحرف می‌شود(
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ادب‌ریاضی
ترجمة داوید هیلبرت

مشهور اســت که زرگر متقلبی، که بنا 
بود تاجی از طلا برای هیرون بسازد، مقداری 
نقره در آن وارد کرده بود و پادشاه که تقلب 
صنعتگر را حدس زده بود، از ارشــمیدس 
خواست که دربارة حل این مسأله راه چاره‌ای 

بیابد. 
امروزه هر محصل مدرســة متوســطه 
می‌داند، که چه‌گونه می‌تواند با تجربه‌ای ساده 
و با حساب مختصری دربارة وزن مخصوص‌ها 
این مســأله را حل کند و نیز همة مبتدیان 
جوان و مهندسان بحر‌‌پیمایی و کشتی‌سازی 
موارد استعمال بی‌شمار قانونی را که به اصل 
ارشمیدس معروف است می‌دانند. اما مردی که 
برای اولین بار توانست از تجربه‌ای عادی چنین 
قانونی را نتیجه بگیرد، در مقامی مطلقاً مافوق 

مشاهده کنندگان عادی قرار داشته است. 
از این نکتــه اطلاعی نداریم که بالاخره 
زرگر را مقصر شــناختند یا نه، اما به اتکای 
افسانة مزبور معمولاً به این سؤال پاسخ مثبت 

داده می‌شود. 

 تذکر 1: عقربة دقیقه‌شــمار، فاصلة 2 عدد متوالی ســاعت؛ 
یعنی  را در 5 دقیقه و ساعت‌شمار را در 1 ساعت یا 60 
دقیقه طی می‌کند، که از این مطالب،‌در تناســب‌های فوق 

استفاده شده است.

 تذکر 2: برای محاســبة انحراف عقربة دقیقه‌شــمار، فقط 
دقیقه‌هــای وقت مورد نظــر را در عدد 6 ضرب می‌کنیم و 
برای محاســبة انحراف عقربة ساعت‌شمار، ساعت و دقیقة 
وقــت مورد نظر را به دقیقه تبدیل کــرده و در 0/5 ضرب 
می‌کنیــم. مثلًا در مورد یافتن زاویة عقربه‌های ســاعت در 

همان ساعت 1/5 )شکل 5( داریم: 

	   انحراف دقیقه‌شمار

  انحراف ساعت‌شمار
 

   زاویة بین دو عقربه

  مسأله 8.  در ساعت 3 و 35 دقیقـــه و 45 ثانیه، زاویة بـــین 
عقربه‌های ساعت و دقیقه‌شمار را حساب کنید.

بــرای حل مســأله، ابتدا ثانیــه را به دقیقه تبدیــل کرده و با 
دقیقه‌های وقت مورد نظر جمع می‌کنیم: 

	 ثانیه

دقیقه  جمع دقیقه و ثانیه برحسب دقیقه

  انحراف دقیقه‌شمار
 

  انحراف ساعت‌شمار
	

 

    زاویة بین 2 عقربه
 

   تبصره:    با توجـــه بـه این‌که عقربـة ثانیـه‌شمـار، فـاصلة 
هر دو عدد متوالی ساعت را در مدت 5 ثانیه طی می‌کند، داریم:

ثانیه

30050

x = 61

یعنی عقربة ثانیه‌شــمار، هــر یک ثانیــه، 6 درجه منحرف 
می‌شــود؛ بنابراین، با همان روش بالا و با محاســبة انحراف 
عقربة ثانیه‌شــمار، می‌توان زاویة بیــن این عقربه و دو عقربة 

ساعت‌شمار و دقیقه‌شمار را نیز به‌دست آورد.
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واژگان ریاضی
  اکرم قابل‌رحمت

 مثال‌1. در زندگی )اقتصاد(: 
1. میزان درآمد تابعی از ساعت کار فرد می‌باشد.

2. میزان هزینه تابعی از درآمد فرد می‌باشد.
بنابراین: میزان هزینه فرد تابعی از ساعت کار او می‌باشد.

ساعت کار درآمد fهزینه g

 مثال‌2. در فیزیک:  
1. مسافت طی شده توسط یک متحرک تابعی از زمان است.

2. سرعت متحرک تابعی از مسافت است.
بنابراین: سرعت متحرک تابعی از زمان است.

زمان مسافت fسرعت g

 مثال‌3. در کشاورزی: 

1. تعداد دانه‌های خوشه گندم تابعی از میزان کوددهی گیاه است.
2. میزان برداشــت گندم تابعی از میزان تعداد دانه‌های هر خوشه 

گندم است.

بنابراین: میزان برداشت گندم تابعی از میزان کوددهی است.

شعاع کره تعداد دانه‌های 
خوشه گندم

f... برداشت g

 مثال‌4. در هندسه:

1. حجم کره تابعی از شعاع آن است.
1. مساحت کره تابعی از حجم آن است.

بنابراین: مساحت کره تابعی از شعاع کره است.

 مقدمه:   دانش‌آموزان در سال‌های یازدهم و دوازدهم ترکیب توابع را می‌خوانند که از مباحث بسیار مهم است ولی متأسفانه 
نسبت به این درس احساس خوشایندی ندارند.

به نظر من یکی از دلایلش این می‌تواند باشد که با مفهوم و کاربرد آن آشنایی ندارند و این درس را در قالب فرمول می‌بینند.
به همین دلیل لازم دانستم که برای این مطلب ابتدا چند مثال کاربردی بزنم.

)2(

  قسمت )1(  

ترکیبتوابع
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شعاع کره حجم کره fمساحت کره g

[شما می‌توانید در علوم دیگر نیز مثال‌هایی ارائه دهید.]

همان‌طور که ملاحظه کردید در این مثال‌ها صحبت از دو تابع 
شده اســت حال در حالت کلی این مثال‌ها را در قالب ریاضی طرح 

می‌کنیم.

 تعریف: دو تـابـع f و g را در نـظر می‌گـیریـم کـه 
نمودار زیر شبیه‌سازی مثال‌های بالا است.

g (x)

fog

g f
x f (g(x))

ورودی خروجی

  ماشــین بالا را در نظر بگیرید که ماشین‌های f و g را ترکیب 
می‌کند و محصول به‌ازای x برابر  می‌شود.

اگر این ماشــین را h بنامیم این ماشــین را با نماد fog نشان 
می‌دهیم که  .

برای درک بهتر مطلب به مثال‌های زیر توجه کنید.

 1 مثال 
g )1+ )ورودی( 3= )ورودی 	

 f )3 )ورودی( = )ورودی 	
 	
 	

سه‌برابر+ 1 مکعب
 

 2 مثال 

x x3
2x3

f g
ورودیمکعبدوبرابر خروجی

g
gof

f 1255 2 × 125 = 250

 

به‌طور‌کلی: 

 	

 3 مثال 

 
r

v s
4
3

‌πr3
شعاع‌کره 4

34π
4
3

‌πr3

 	
	

 

 تذکر: می‌توان یک تابع را با خودش ترکیب کرد.

 4 مثال 

f
fof

f 918 9
2

x
f f

نصفنصف
x
2 x

4

 
 	 

به‌طورکلی: 
	

 تذکر: می‌توان دو یا سه یا n تابع را ترکیب کرد.

 5 مثال 

 
x

f g h
دوبرابرمنهای 3مکعب
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ادب‌ریاضی

من همواره به اقتضای ذوق خویش به مطالعه در ریاضیات پرداخته‌ام و نه به علّت تمایل به شهرتهای 
بی‌حاصل که اصلًا توجهی به آنها ندارم. بزرگترین تفریح من آن است که خط سیر مخترعان را تعقیب کنم 
و نبوغ آنان را به هنگام مواجهه با موانع مشاهده نمایم و موانعی که آنان در سر راه خویش دیدند و توانستند 

از آنها بگذرند در نظر آورم. 
در چنین موردی سعی می‌کنم خویشتن را به جای ایشان قرار دهم و این مسأله را مطرح سازم که در 
چنین مقامی من خود برای عبور از این موانع چه می‌کرده‌ام و با وجود آن‌که در غالب موارد این جانشینی 
موجب توقف من می‌گردد و برای من حسرت و خفت ایجاد می‌کند ولی بر عزت نفس خود غلبه می‌کنم و 
این مختصر خفت را با لذت استفاده از توفیق آنان با شایسته‌ترین وضع جبران می‌سازم. در موارد معدودی 
که اقبال یا من یاری می‌کند و موفق می‌شوم که چیزی بر آثار آنان بیفزایم همة لیاقت این توفیق را به اولین 
کوشش‌های آنها نسبت می‌دهم و خویشتن را قانع می‌سازم که اگر آنان در وضع من قرار داشتند خیلی بیشتر 

از آن می‌رفتند که من رفته‌ام. 

ی
ار

صف
ن 

س
 ح

مة
رج

، ت
ی

ام
ن ن

انا
ی‌د

اض
 ری

ب
تا

ز ک
ا

اکنون آمادگی داریم که تعاریف را ارائه دهیم.

 تعریف: اگر f و g دو تابع باشــند تابع fog را به شــرطی که 
 باشد به صورت زیر تعریف می‌کنیم: 

f
fog

g
g(x)x f(g(x))

* اگر شرط  برقرار نباشد fog تشکیل نمی‌شود.

 	

	

 تعریف: اگر f و g دو تابع باشــند تابع gof را به شــرطی که 
 باشد به صورت زیر تعریف می‌کنیم.

g
gof

f
f(x)x g(f(x))

 

* اگر شرط  برقرار نباشد gof تشکیل نمی‌شود.
 	

 	

تعریف: f تابع باشد تابع fof را به شرطی که  باشد 
به‌صورت زیر تعریف می‌کنیم:

f
fof

f f(x)x f(f(x))

اگر  نباشد fof تشکیل نمی‌شود. 
 	

 	

***
دانش‌آموز عـزیز به‌دلیل مفصل بـودن مطلب مثال‌هـای مرتبط 

به این مبحث در شماره آینده ارائه خواهد گردید.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . نام ةلاپلاس در 28 سالگی به دالامبر . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
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ریاضیات کاربردی
  منصوره رسولی

 تکنیک‌های مدیریت ریسک 
با توجه به استراتژی‌ها و اهداف تعیین شده، شرکت‌ها ممکن است 

به‌طرق مختلفی با ریسک‌های موجود برخورد کنند که عبارتند از: 

 پرهیز از ریسک: شرکت‌ها ممکن است از ریسک مورد‌نظر 
پرهیز کنند و عوامل به‌وجود آورندة آن را از بین ببرند. 

 پذیرش ریسک: در مواردی هم افراد و شرکت‌ها ریسک 
را می‌پذیرند. در این حالت دارایی‌های شرکت باید به‌گونه‌ای باشد تا 
بتواند اثرات ریسک مربوطه را کاهش دهد و در صورت بروز مشکلات 
بتواند آســیب‌های وارده را جبران کند. از سویی دیگر برای پذیرش 
ریســک، شرکت‌ها احتمالاتی را فرض می‌کنند تا بتوانند در صورت 

وقوع مشکلات مختلف، آسیب‌های مربوطه را به حداقل برسانند. 

 کاهش ریســک: اقدام دیگــری که شــرکت‌ها و افراد 
در برخــورد بــا ریســک می‌توانند انجــام دهند، کاهش ریســک 
‌مربوطه است. شــرکت‌ها می‌توانند با انجام اقداماتی، احتمال وقوع 
رویداد‌های مشکل‌زا را کاهش دهند تا به این ترتیب بتوانند ریسک 

را کم کنند. 

 تقسیم ریســک: در این تکنیک تعــداد دو یا بیشتر از 
‌شــرکت‌ها ریســک مربوطه را پوشــش می‌دهند. بنابراین با توجه 
به مدیریت ریسک توسط شــرکت‌های متخصص در حوزه مربوطه 

میزان ریسک به نحو بهتری مدیریت می‌شود.

 چکیده:   برای شــروع هر کسب و کاری نیاز اســت تا در ابتدا ریسک‌ها و موانع آن ارزیابی شود. این موضوع برای کسب و کارهایی 
 که قصد گســترش فعالیت‌های اقتصادی خود را دارند نیز صادق است. بنابراین برای اینکه شرکت‌ها بتوانند میزان ریسک‌های موجود
در فعالیت اقتصادی را ارزیابی کنند، باید اقداماتی را برای کنترل و کاهش ریسک انجام دهند که به آن مدیریت ریسک می‌گویند. با توجه 
به اینکه همواره احتمال ایجاد ریســک‌های جدید وجود دارد، بنابراین شرکت‌ها همواره به مدیریت ریسک نیاز دارند. در واقع مدیریت 
ریســک به زبان ساده، برنامه‌ریزی برای انجام اقداماتی است که از خطرات و تهدیدات احتمالی جلوگیری می‌کند. برای مثال زمانی که 
برای اجتناب از خیس شدن زیر باران، چتر خود را همراه می‌برید، این اقدام نوعی مدیریت ریسک است که از خیس شدن شما جلوگیری 
 می‌کند. برای مدیریت ریســک در ابتدا نیاز است تا ریسک‌ها را شناسایی و از لحاظ اهمیت، آن‌ها را دسته‌بندی کنیم. سپس با توجه

به برنامه‌ریزی‌های انجام شده، اقدامات لازم را انجام دهیم. در این مقاله اشاره‌ای به ارتباط ریاضی با موضوع ریسک می‌نماییم. 

در مدیریت ریسککاربرد  ریاضی
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 انتقال ریســک: در این تکنیک شــرکت مربوطه پس از 
شناسایی ریسک آن را به شــرکت‌های دیگری انتقال می‌دهد. این 
شــرکت‌ها با توجه به اهداف کاری مربوطه موظف هســتند موارد 

مربوط به پوشش ریسک را انجام دهند. 

 محدود کردن  ریسک: در برخی موارد شرکت‌ها با توجه 
به نوع ریسک‌های موجود ســعی می‌کنند با محدود کردن ریسک 
مدیریت بهینــه‌ای را در حوزه مربوطه انجــام دهند. در این حالت 
شرکت‌ها با انجام تکنیک‌هایی سعی می‌کنند از گسترش ریسک به 

حوزه‌های دیگر جلوگیری کنند. 
شکل زیر توصیفی از ریسک را نشان می‌دهد. 

 
 ریسک عملیاتی 

ریسک عملیاتی یکی از ریسک‌های شناسایی شده در سازمان‌ها 
بالاخص در بانک‌ها اســت که دامنه گســترده‌ای داشته و ناشی از 
خطاهای موجود در عملکرد فردی و یا نقص سیســتم یا مشکلات 
فرآیندی می‌باشد و کمیته بال که در ادامه معرفی خواهد شد توجه 
ویژه‌ای به آن دارد. فرایند معمول مدیریت ریسک عملیاتی را می‌توان 

به 5 گام بنیادین تقسیم کرد که در شکل زیر آمده است: 

شناسایی ارزیابی اندازه‌گیری  پایش  و
گزارش‌دهی

 کاهش و
کنترل

زندگی امروز در حالی ادامه می‌یابد که شرایط عدم اطمینان بر 
کلیه امور سایه انداخته و فرآیند تصمیم‌گیری را متحول کرده است. 
تغییرات قیمت کالاهای اساسی، تغییرات نرخ ارز، تغییرات نرخ سود 
و همچنین تغییرات قیمت ســهام مواردی هستند که سازمان‌های 

امروزی دائماً با آن دست به‌ گریبانند.

ریسک عملیاتی یکی از مهم‌ترین ریسک‌هایی است که بانک‌ها 
با آن مواجهند و تقریباً 15 تا 25 درصد از کل سرمایه در بسیاری از 
بانک‌های بزرگ از جمله HSBC به آن تخصیص یافته است. به‌طور 
معمول، ریســک عملیاتی پس از ریسک اعتباری بزرگترین ریسک 
از نظر شــدت و زیان برای بانک‌ها اســت. مدیریت ریسک عملیاتی 
به‌دلایل مختلف در کســب و کار در حال افزایش است و باید به‌طور 

دائم شناسایی، پایش، کنترل، اندازه‌گیری و مدیریت شود.

کمیته بال چه وظایفی دارد؟ 
فعال‌ترین نهاد بین‌المللی درگیر نظارت بانکی، کمیته بال )بازل( 
اســت. این کمیته مرکب است از نمایندگان ارشد بانک‌های مرکزی 
تعدادی از کشــورهای عمده صنعتی دنیا از جمله: آلمان، انگلستان، 
ایتالیا، فرانسه، آمریکا، سوئیس، ســوئد، ژاپن، کانادا و لوکزامبورگ 
اســت. دبیرخانه دائمی این کمیته در شــهر بازل سوئیس تشکیل 
می‌گردد. به‌دلیل تشکیل جلســات مذکور در شهر بازل این کمیته 
به کمیته بازل معروف شــده است. کمیته بازل دارای قدرت قانونی 
نیســت، اما اکثر کشــورهای عضو بطور ضمنی موظــف به اجرای 

توصیه‌های آن هستند. 

 اقدامات مهم کمیته بال: از مهم‌ترین اقـــدامات کمیته 
بال تهیه و انتشار اصول پایه در نظارت بانکی کارآ و مؤثر و همچنین 
مقررات مربوط به کفایت سرمایه است. در حال حاضر شیوه نظارت 
بر بانک‌ها در جهان از نظارت تطبیقی به نظارت مبتنی بر ریســک 
تغییر یافته است. بدین لحاظ بانک‌های مرکزی بازرسی و نظارت‌های 
مستقیم خود بر بانک‌ها را با استفاده از بررسی گزارش‌های مبتنی بر 

نظارت غیرحضوری اعمال می‌کنند. 

 کفایت سرمایه: ســرمایه رکن مهمی از پشــتوانه مالی 
بانک است که بانک را قادر می‌سازد هنگام رویارویی با مشکلات  هر‌
اقتصادی توانایی بازپرداخت بدهی خود را داشته باشد. سرمایه علاوه 
بر آنکه نقش مهمی در ثبات مالی بانک‌ها و انگیزه‌های ریسک‌پذیری 
ایفا می‌کند، در ایجاد رقابت مثبت میان بانک‌ها نیز بسیار مؤثر است. 
از آنجا کــه تضمین نگهداری وجوه و منابع ســرمایه‌ای معتبر 
موجب کاهش ریسک ســپرده‌گذاران بانک‌ها می‌گردد، لذا یکی از 
‌شــاخص‌های مهم ارزیابی بانک‌ها »نســبت کفایت« سرمایه است.
این نسبت اولین‌بار در ســال ۱۹۸۸ توسط کمیته بال به بانک‌های 
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دنیا معرفی گردید. کمیته بال در آن ســال مجموعه‌ای از شــروط 
حداقل سرمایه را به بانک‌ها پیشنهاد کرد که بعدها به »پیمان بال« 

معروف شد.
نســبت کفایت ســرمایه عبارت است از: نســبت سرمایه بانک 

دارایی‌های توام با ریسک آن که نباید از 8 درصد کمتر باشد. به‌

 ریسک عملیاتی و کمبود داده: بانک‌ها تمایل دارند 
که از رویکرد توزیع زیان به منظور محاسبه ریسک عملیاتی استفاده 
نمایند. اما به‌منظور اســتفاده از ایــن روش با دو چالش مهم روبه‌رو 
هستند که عبارتند از کمبود داده‌های زیان عملیاتی و تمرکز رویکرد 
توزیع زیان بر استفاده از داده‌های تاریخی، کمبود داده‌های زیان داخلی 
بانک باعث می‌شــود تا نتایج حاصل از استفاده از نمونه‌های کوچک 
کارایی لازم و نیز توان تبیین صحیح نتایج مورد انتظار را نداشته باشد. 
به بیان دیگر، ســرمایه پوششی خروجی مدل‌های به‌کار گرفته شده 
به شــدت متلاطم و غیرقابل اعتماد هستند به‌گونه‌ای که مدل‌های 
آماری استفاده شده را نمی‌توان برای نمونه‌های خیلی کوچک مورد 
آزمون قرار داد. این مســئله به‌خصــوص در داده‌های با فراوانی کم‌/
شدت زیاد بیشــتر رخ می‌دهد. زمانی که برای این دسته از داده‌ها، 
تعــداد داده موجود در پایگاه داده زیان، به اندازه کافی نباشــد عملًا 
اســتفاده از روش‌های آماری رویکرد توزیع زیان امکان‌پذیر نخواهد 
بود. از طرف دیگر بانک‌ها تمایل دارند که علاوه بر محاســبه ریسک 
عملیاتی براســاس داده‌های تاریخی، یک نگاه آینده‌نگر در محاسبه 

ریسک عملیاتی داشــته باشند. به‌عبارت 
دیگر بانک‌ها تمایل دارند ســرمایه مورد 
نیاز ریسک عملیاتی را برای ریسک‌هایی 
که شناسایی شــده ولی مبالغ زیان آن‌ها 
هنوز محقق نگردیــده و تنها مقدار آن‌ها 
به صورت پیش‌بینی می‌باشــد، محاسبه 

نمایند. 
راه‌حلی کــه برای این مســئله ارائه 
گردیده اســت، اســتفاده از چهار منبع 
برای مدل‌سازی ریسک عملیاتی  داده‌ای 
در هنگام اســتفاده از رویکرد توزیع زیان 
می‌باشــد که عبارتنــد از داده‌های زیان 
داخلی، داده‌های زیــان خارجی، تحلیل 

ســناریو )نظرات کارشناســان(، عوامل کنترل‌های داخلی و محیط 
کسب و کار.

منظور از داده‌های زیان داخلی، داده‌های درون سازمانی ریسک 
عملیاتی می‌باشــد که بانک اقدام به جمع‌آوری آن‌ها می‌نماید ولی 
داده‌های زیان خارجی مربوط به ســایر بانک‌ها و مؤسســات مالی 

می‌باشد. 

 احتمال ریسک‌ عملیاتی: با کاهش احتمـــال وقـــوع 
رویدادهای ریسک، می‌توان زیان‌های ناشی از ریسک‌های عملیاتی 
را کاهش داد و از این طریق آسیب‌پذیری بانک را نسبت به حوادث 
مذبور به حداقل ممکن رســاند. از آنجا که ارزش زیان مورد انتظار 
مطابق رابطه زیر نتیجه حاصلضرب دو عامل احتمال وقوع ریسک 
‌عملیاتی و خســارت ناشــی از وقوع یا تأثیر ریســک است تقلیل
هر‌یــک از این دو عامل می‌تواند به کاهش ارزش زیان مورد انتظار 

 بیانجامد.

ارزش زیان مورد‌انتظار=
احتمال وقوع ریسک عملیاتی × خسارت ناشی از وقوع با تأثیر ریسک  

از ایــن‌رو در ارزیابــی ریســک‌های عملیاتی، احتمــال وقوع 
رویدادهای ریســک و خسارات ناشی از آن‌ها توسط واحدهای کاری 

محاسبه می‌شود. 
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 محاسبه ذخیره ریسک
گاهــی اوقات برای دســتیابی به احتمال بقای ســازمان تا حد 
مطلوب، محاسبه میزان ذخیره ریسک ضروری است. به‌عنوان مثال، 
یک سازمان باید بداند به چه میزان ذخیره ریسک نیاز دارد تا بتواند 
در پنج سال آینده احتمال بقایی1 مشابه سال جاری داشته باشد و از 
آنجا که ذخیره ریســک مطابق قوانین بال یک مقدار ثابت از سرمایه 
بانک است، بنابراین این موضوع تأثیر زیادی بر نحوه عملکرد سازمان 

دارد. 
برای محاســبه احتمال بقای ســازمان از میزان ذخیره ریسک 
استفاده می‌شــود. ذخیره ریسک هم ضریب ثابتی از میزان سرمایه 
همان ســازمان یا بانک است. رابطه ریاضی بین احتمال بقا و ذخیره 

ریسک به صورت زیر است: 
 	

که در آن:
)R )z , t : احتمال بقا براساس ذخیره ریسک و زمان

z : ذخیره ریسک
t : زمان

a , b , c : ضرایب محاسباتی )اعداد ثابت مربوط به محاسبه 
این ضرایب معمولاً از طرف سازمان‌ها اعلام می‌شود(

e : عدد نپر تقریباً معادل 2/718.
به‌عنوان مثال، در ســال اول اگر ذخیره ریســک 2 برابر شود، 
احتمال بقای ســازمان معادل 95/7% است اما در سال دوم احتمال 
بقای ســازمان معادل 95/4% اســت که کمی نســبت به سال قبل 

کاهش می‌یابد و ممکن است تهدیدی برای بانک تلقی شود. 
همچنین مشاهده می‌شود که در یک زمان ثابت به‌عنوان مثال 
در سال اول وقتی ذخیره ریسک‌ را یک واحد در نظر بگیریم احتمال 
بقای ســازمان 88% است اما اگر در همان سال ذخیره ریسک را دو 
برابر کنیم احتمال بقا به ‌95/7% رسیده و افزایش چشمگیری خواهد 
یافت. احتمالف بقا در زمان‌های مختلف به‌ازای ذخیره ریســک داده 

شده در جدول زیر آمده است: 

tاحتمال بقا با ذخیره ریسک 
معادل یک واحد

 احتمال بقا با ذخیره ریسک
معادل دو واحد

95/7%88%سال اول

95/4%87%سال سوم

کلید واژه‌ها
Bankبانک

Riskریسک

Operational Riskریسک عملیاتی

Managementمدیریت

Equationمعادله

Calculationمحاسبه

Economic activityفعالیت اقتصادی

Probability of Survalاحتمال بقا

Risk reserveذخیره ریسک

Occurrenceوقوع

Loss valueارزش زیان

Distributionتوزیع

Amountمبلغ

Capitalسرمایه

Assetدارایی

Risk toleranceریسک‌پذیری

Ball contractپیمان بال

Adequacy rationنسبت کفایت

 پی‌نوشت‌ها‌ ........................................................................................
1. احتمال بقا به زبان ساده یعنی با شرایط موجود یک بانک یا یک سازمان، احتمال 
عدم ورشکســتگی یا احتمال اداه فعالیت یک سازمان چقدر است. احتمال بقا در 

مقابل احتمال ورشکستگی قرار دارد.

۝منابع .............................................................................................
 http://www.cbi.ir 1. سایت بانک مرکزی

2. حل معادله انتگرال ـ دیفرانســیل مربوط به مدل ریســک عملیاتی، ششمین 
همایش ریاضیات و علوم انســانی ـ دانشــگاه علامه طباطبایــی، مهر 1398، 

فریبرزی، دمرچلی، رسولی. 
3. حامد فلامرزی، ملیحه مجیدی، و حســین هوشیارزاده، »حسابرسی فناوری و 
ریســک عملیاتی«، کنفرانس بین‌المللی پژوهش‌های نوین در مدیریت، اقتصاد 

و حسابداری. 
4. داوری، مجیدرضا، و پهلوانی قمی، معصومه، )1388(. مدیریت ریسک عملیاتی 

در بانک‌های تجاری. پژوهشنامه اقتصادی، ـ )6 )ویژه‌نامه بانک(. 
5. سمانه محمدی‌فر، و بهرام محسنی ملکی، »بررسی ارتباط بین ریسک عملیاتی 
و محافظه کاری حســابداری«، کنفرانس بین‌المللی اقتصاد، مدیریت و فرهنگ 

ایرانی اسلامی.
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آموزشي
  جلال سرحدی )دبیر ریاضی عباس‌آباد مازندران( 
   ملیحه علوی‌زاده )دبیر ریاضی قائن خراسان جنوبی(
 حسین‌کریمی

 مقدمه:   در کتاب‌های هندسه دبیرستانی با رسم خطوط 
خاص و شــکل‌های خاص به کمک ابزار اقلیدسی )خط‌کش 
غیر‌مدرج و پرگار( آشنا شدیم )ابزارهایی مانند گونیا یا نقاله 
جزو ابزار اقلیدسی نیستند( و نمونه‌های متعددی دیدیم از 

جمله: 
1. رسم خط گذرا از یک نقطة معین و عمود بر خط مفروض.
2. رسم خط گذرا از یک نقطة معین و موازی با خط مفروض.

3. رسم عمود منصف یک پاره‌خط.
4. رسم‌نیم‌ساز یک زاویه.  و ... 

که در هر یک از موارد فوق، چندین بار از پرگار استفاده 
کردیم. اکنون این ســؤال پیش می‌آید که اگر پرگارمان، 
یک‌بار‌مصرف باشد و در هر رســم فقط بتوانیم یک دایره 
رسم کنیم و نه بیشتر، آیا ترسیم‌هایی به مانند موارد فوق را 

می‌توانیم انجام دهیم؟ 
قبل از عنوان کردن مثال‌ها و ارائه روش رسم، به چند نکته 

اشاره می‌کنیم.  

1 در هر مثلث، سه ارتفاع در یک نقطه همرسند. 

BA

C

 
2 در هر دایره زاویه محاطی رو به قطر، قائمه است. 

BA

C

D

3 قضیه منلائوس: اگر خطی مثلث ABC یا امتداد اضلاع آن را 

قطع کند رابطة زیر برای آن صادق است. 

 
 

BA

C

G

F
E

CH و BQ و AP نقطة همرســی سه ارتفاع I 4 با فرض آن‌که

در مثلث ABC باشد داریم:  

بارســـم‌هایی 

)4(
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زیرا چهارضلعی AHIQ محاطی است

 BA H

Q

P

C

I

.
 1 مثال 

روش رســم خط گذرا از نقطة P و عمود بر خط  را بنویسید. 
)استفاده از پرگار بیش از یک‌بار مجاز نیست( 

 روش رسم: 
گام اول: نقطة دلخواه O را روی  در نظر می‌گیریم و دایره‌ای 

به شعاع دلخواه رسم 
می‌کنیم. 

A O

P

B
Δ

. شکل 1 .............................................................................
گام دوم: امتداد AP و BP به‌ترتیب دایره را در N و M قطع 

می‌کند و نقطه تلاقی امتداد AM و BN را K می‌نامیم.

 

Δ
A

K

P

BO

M

N

 شکل 2 .............................................................................

امتداد KP همان عمود رسم شده از P بر خط  است.

 تذکر 1: اگر P در شــکل )1( خارج دایره واقع باشد، کافی 

است در شکل )2( جای K و P را عوض کنیم. 

 تذکر 2: اگر P در شکل )1( روی دایره واقع باشد از شکل 

)3( استفاده می‌کنیم. 

Δ
A

K

H BO

P

Q

Q
  شکل 3 .............................................................................

 2 مثال 
روش رسم ارتفاع CH در مثلث ABC را بنویسید. )استفاده از 

پرگار بیش از یک بار مجاز نیست( 

 روش رسم: 

O

C

K

H NMA B
Δ

 شکل 4 .............................................................................

 AB را روی O را  می‌نامیم. نقطة دلخــواه AB امتــداد خط
انتخاب کرده و دایره‌ای به مرکز O به شعاع دلخواه رسم می‌کنیم. به مانند 
مثال 1 عمل کرده و CK را امتداد‌ می‌دهیم، ارتفاع CH رسم می‌شود. 
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 3 مثال 
روش رسم خط گذرا از نقطة P و موازی با خط  را بنویسید. 

)استفاده از پرگار بیش از یک‌بار مجاز نیست( 

 :I روش رسم 
نقطة دلخــواه O را روی  اختیار کرده و دایره‌ای به شــعاع 

دلخواه رسم می‌کنیم. 

Δ
A O

P Q
L

B

E

F
 شکل 5 .............................................................................

خــط دلخواه L قاطع بــا مثلث ABP و گذرا از O را رســم 
می‌کنیم و طبق قضیه منلائوس داریم:

L قاطع

AE قاطع

 

 :II روش رسم 
به مرکز نقطة دلخواهی از  و به شعاع OP دایره‌ای رسم 

می‌کنیم.

A B

Q
C

P

O H

P

P

Δ

 شکل 6 .............................................................................

 CH را در نظر گرفته و به مانند مثال 2 ارتفاع Q نقطة اختیاری
را رسم می‌کنیم. امتداد QH دایره را در‌ قطع می‌کند.

امتــداد  دایــره را در قطــع می‌کند. که بــا توجه به 

 داریم:  

 4 مثال 
پاره‌خط AB )که نقطــة میانی آن یعنی O را داریم( مفروض 
اســت. روش رسم عمود منصف AB را بنویسید. )استفاده از پرگار 

بیش از یک بار مجاز نیست( 

 روش رسم: 
با توجه به مثال 1 امتداد PHQ، عمود بر AB را رسم می‌کنیم. 
قرینة P و Q را نسبت به O به‌ترتیب‌ و  می‌نامیم و در 
نقطة  عمود بر AB خواهد بود. در مستطیل دو قطر 
همان    و  یکدیگــر را در O قطع می‌کنند. امتداد

عمود منصف پاره‌خط 
AB است. 

A B

C

D
Q

O H

P
O

Q

H

P

 شکل 7 .............................................................................

 ........................................................ یادآوری   
با توجه به مثال‌های 3 
و 4، می‌توان با در دســت 
 O داشــتن دایره به مرکز
و قطر AB و رســم 
به عنوان عمود منصف آن، 
مماس‌هـایی بر دایره رسم 
نمود که به موازات AB و 

 به موازات  باشند.

A B

C

O

C

 شکل 8 ...................................
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 5 مثال 
پاره‌خط AB )که نقطة میانی آن را نداریم( مفروض است. روش 
رسم عمود منصف AB را بنویسید. )استفاده از پرگار بیش از یک‌بار 

مجاز نیست( 

 روش رسم: 
 AB رسم می‌کنیم و BA و به شعاع B گام اول: دایره به مرکز

را امتداد می‌دهیم تا 
قطر  پدید

آید. 
A

B
A

 شکل 9 .............................................................................

گام دوم: با توجه به مثال 4، عمود منصف قطر  را رســم 
می‌کنیم و نقاط تلاقی با 

دایره را C و 
می‌نامیم. 

A

C

B
A

C
 شکل 10 ...........................................................................

 گام سوم: با توجه به مثال 3، از نقاط A و C مماس‌هایی بر دایره
رسم می‌کنیم تا یکدیگر را در D قطع کنند. 

A

D C

B

C
 شکل 11 ............................................................................

گام چهارم: از  به D وصل می‌کنیم تا AB را در M نصف 
کنــد، محل تلاقی دو قطر مربع ABCD را N می‌نامیم،  MN را 

امتداد می‌دهیم، عمود منصف AB حاصل می‌شود.

N

MA

D C

B

C

 شکل 12 ...........................................................................

 تذکر: دو شــکل )13 و 12( تکمیل شده شکل )11( هستند. 

توجــه به شــکل )13 و 12( و با فرض  می‌توان  با‌
هر‌یک از شــکل‌های زیر را که برای رســم آن‌ها به استفاده از 

بار مجاز نباشیم، اقدام کرد.  پرگار بیش از یک‌

N

MA

ED C

B

F E

A

F

 شکل 13 ...........................................................................
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1. رسم مثلث متساوی الاضلاع به ضلع  
2. رسم مربع به ضلع  

3. رسم شش ضلعی منتظم به ضلع  
4. رســم هشــت ضلعــی منتظم محــاط در دایره به شــعاع 

A

LK
D C

C

A

KL

B

 شکل 14 ...........................................................................

 6 مثال 
زاویه XOY مفروض اســت، روش رسم نیمســازهای زاویه را 

بنویسید. )استفاده از پرگار بیش از یکبار مجاز نیست(

:I روش رسم 
 OX و به شــعاع دلخواه رســم می‌کنیم تا O دایره‌ای به مرکز
را در A و OY را در B قطع کند. دو قطر  و‌ را رســم 

می‌کنیم.

A

B

CD

O

P

X

Y

C

B

A

D

 شکل 15 ...........................................................................
 

  را عمود بر قطر‌ و نیز  را عمود بر  به مانند مثال 4، 
، ‌قطر‌ رسم می‌کنیم. در هشت ضلعی 

اضلاع یک در میان با هم برابرند.
‌امتــداد CB و  یـکدیـــگر را در‌P قطــع می‌کننــد.
)در چهارضلعــی OAPB داریم: OA=OB و AP=BP(، پس 

OP نیمساز زاویه XOY است.

: II روش رسم 
گام اول: دایره‌ای به مرکز O و به شــعاع دلخواه رسم می‌کنیم 
تــا OX را در A و OY را در B قطــع کند. دو قطر و  

را رسم می‌کنیم. 

C

O B

A

B

A

X

Y

 شکل 16 ...........................................................................

از B بــه موازات قطر  رســم می‌کنیم )مثال 3( تا امتداد 
 را در C قطع کند.

گام دوم: امتداد CB و  یکدیگر را در D قطع می‌کنند:
	

C

O
B

A
Q

D

B

A

X

Y

 شکل 17 ...........................................................................

پــس میانه مثلث  اســت و AB را در Q نصف 
می‌کنند. پس OQ نیمساز XOY است. 
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ریاضیات کاربردی
  مسابقه کی‌مث، دانشگاه قم- انتخاب مقاله و خلاصه‌نویسی: محمدحسن گورانی 

مقدمه1(

نه کلیــد در مربع جادوی مرلین وجود دارد که آن‌ها به صورت 
زیر نام‌گذاری می‌کنیم: 

321

654

987

...............................  شکل 1: صفحه بازی ...............................

کلیدها را به سه دسته کلیدهای گوشه‌ای، کلیدهای لبه و کلید 
میانی تقسیم می‌کنیم. کلیدهای گوشه‌ای شامل کلیدهای شماره 1، 

‌3  ،  7 و 9 ،  کلیدهای لبه شامل 2  ،  4  ،  6 و 8 می‌باشند و 5 کلید میانی
است. با فشردن هر کلید، محتوی کلید و برخی کلیدهای اطراف آن 
طبــق قاعده خاصی تغییر می‌کنند، یعنی از صفر به یک یا برعکس 
تبدیل می‌شــوند. با فشردن کلیدهای گوشــه‌ای، چهار کلید شامل 
سه‌کلید اطراف و خود کلید تغییر می‌کند، به‌عنوان مثال اگر بازیکن 
کلید 1 را فشــار دهد خانه‌های 5  ،  4  ،  2  ،  1 تغییر می‌کنند. تغییرات 

کلیدهای گوشه‌ای به صورت: 

321

654

987

321

654

987

321

654

987

321

654

987

قانون کلیدهای گوشه‌ای

..........................  شکل 2: کلیدهای گوشه‌ای ..........................

 کلمات‌کلیدی:   دستگاه معادلات خطی، مربع جادویی مرلین، میدان دودویی، وارون ماتریس                                                                                                                

مربع‌های جادویی مرلین1 یک بازی دستی الکترونیکی است که توسط برادران پـــارکر ساخته شـد. این بازی شامل یک مربع 
3×‌3 با 9 خانه )یا کلید( که مقادیری صفر و یک می‌گیرند. با فشردن هر کلید، طبق قوانین خاص، تعدادی از خانه‌های جدول از صفر 
به یک یا برعکس تغییر می‌کنند. در شروع بازی، یک جدول ابتدایی و یک جدول نهایی داده می‌شود که بازیکن با فشردن کلیدها، 
جدول ابتدایی را به جدول پایانی برسانند و برنده شود. در ادامه نشان می‌دهیم که این بازی را می‌توان با یک دستگاه معادلات خطی 

مدل‌سازی کرد به‌طوری که جواب دستگاه کلیدهای مناسب را نشان می‌دهد.

اشاره

مربع‌های 
 جادویی 
مرلین
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فشردن کلید لبه، کلیدی که در آن لبه یا ضلع قرار دارد را تغییر 
می‌دهد: 

321

654

987

321

654

987

321

654

987

321

654

987

کلیدهای لبه

............................. .............................  شکل‌3: کلیدهای لبه 

و فشــردن کلید میانی 5 کلید شامل چهار کلید مجاور و کلید 
شماره 5 را تغییر می‌دهد: 

321

654

987

کلید میانی

............................  شکل‌4: کلیدهای میانی ............................
 

جدول زیر قاعده بازی را بیان می‌کند و نشان می‌دهد فشردن هر 
کلید چگونه روی خانه‌های اطراف تأثیر می‌گذارد: 

Pressing
 button

alters the state 
of buttons

1
2
3
4
5
6
7
8
9

5 و 4 , 2 , 1 
3 و 2 , 1 
6 و 5 , 3 , 2 
7 و 4 , 1 
8 و 6 , 5 , 4 , 2 
9 و 6 , 3 
8 و 7 , 5 , 4 
9 و 8 , 7 
9 و 8 , 6 , 5 

...............................  شکل‌5: قواعد بازی ...............................
 

 سؤال: چه کلیدهایی باید فشرده شود تا برنده شویم؟
پاسخ این پرسش را بـه کـمک جـبر خـطی در بـخش بعد بیان 

می‌کنیم.

کاربرد جبر خطی2(

در این بخش، مدل ریاضی این بازی را به کمک جبر خطی بیان 
می‌کنیم. از آنجا که اعداد این بازی فقط 0 و 1 هستند، بنابراین در 
میدان اعداد دودویی با دو عمل جمع و ضرب به پیمانه 2 به صورت 

زیر کار می‌کنیم:

10

100

011

10

000

101

جمع دودویی ضرب دودویی

جمع هر عدد در حســاب دویی با عدد 1 باعث می‌شود که عدد 
از 0 به 1 یا از 1 به 0 تغییر کند. بنابراین، فشــردن هر کلید به این 
معناست که مقادیر برخی خانه‌ها طبق شکل 5 با عدد یک جمع شوند. 
‌هر ماتریس را می‌توان با زیر هم چیدن ســطرهای آن به‌صورت زیر

برداری کرد:

321

654

987

1
2
3
4
5
6
7
8
9

U =

 	
بردار نظیر شــکل ابتدایی را با  و بردار نظیر شــکل نهایی یا 
برنده را با  نشــان می‌دهیم. فرض کنیــد وضعیت اولیه و برنده 

به‌صورت زیر است:  

001

011

100

111

101

111

وضعیت اولیه برنده
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نمایش برداری آن‌ها عبارتند از: 

1
1
1
1
0

1
1
1
1

VW =and

1
0

0

1
1
0

0

0

1

VP =

فشردن هر کلید تعدادی از خانه‌های اطراف آن را تغییر می‌دهد 
یعنی مقــدار آن‌ها را از صفر به یک یا برعکس تغییر می‌دهد. طبق 
حســاب دودویی، خانه‌هایی که تغییر می‌کنند در حقیقت با عدد 1 
جمع می‌شوند. بنابراین، فشردن کلید i معادل با جمع با بردار 9 تایی 
 شامل صفر و یک است، به‌طوری‌که درایه  بردار  برابر 1 است 
اگر کلیــد i محتوی خانه  را تغییر دهد. اگر  وضعیت موجود و 
بردار  نظیر کلید i ام باشد، وضعیت فعلی  پس از فشردن کلید  

i ام عبارتست از: 

 1 مثال 
فشــردن کلید 1 باعث تغییر در خانه‌های 1، 2، 4 و 5 می‌شود، 
پس درایه‌های 1، 2، 4 و 5 بردار  برابر 1 و بقیه برابر صفر می‌باشند:

فشردن کلید 1 وضعیت اولیه  را به صورت زیر تغییر می‌دهد: 

0

1
0

0

0

0

0

0

1

1
1
0

1
1
0

0

0

0

1
0

0

1
1
0

0

0

1

Vp + U1 = + = = V
t
p

‌9 کلید بازی را می‌توان به‌وسیله ‌9بردار‌  به‌صورت زیر
بیان کرد: 

0)T0001101(1=U1

0)T0000011(1=U2

0)T0011011(0=U3

0)T0100100(1=U4

0)T1011101(0=U5

1)T0010010(0=U6

0)T1101100(0=U7

1)T1100000(0=U8

1)T1011000(0=U9

برنده  با فشردن تعدادی از کلیدها از حالت اولیه )شروع(  
حاصل می‌شود. از آنجا که هر کلید نظیر یک بردار  است بنابراین 
فشــردن یک دنباله از کلیدها برای رسیدن از ترکیب اولیه به حالت 

نهایی با یک ترکیب خطی به‌صورت زیر قابل بیان است:

رابطه )1(:                      

‌بدین‌ترتیب، حـرکات بازیـکن در مـربع مرلین با تـرکیب خـطی
از بـردارهای  در حســـاب دودویی تـفـسیر می‌شـود. 
فشردن تعـداد فرد از یـک کلیـد معـادل یک‌بار و تعداد زوج معادل 
اســتفاده نکردن از آن است، بنابراین اسکالر‌های  مقادیر 0 یا 1 را 

می‌گیرند به طوری‌که: 
اگر دکمة i را فشار دهیم
در غیر‌این‌صورت

همچنین، در حساب دودویی: 

بنابراین: 

حرکات بازیکن طبق رابطه )1( فرمول‌بندی می‌شود. از آنجا که 
جمع خاصیت جابه‌جایی دارد بنابراین ترتیب فشردن کلیدها تأثیری 

در نتیجه نهایی ندارد. 
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 2 مثال 
شــکل زیر مربع اولیه تأثیر فشــردن کلیدهای 1، 6 و 5 را نشان 

می‌دهد:
 

001

011

100

010

000

100

110

100

000

100

011

010

...................    شکل‌6:  تأثیر فشردن کلیدهای 1،  5  و 6   ..................

اگر کلیدهای 6 ، 5 و 1 به‌ترتیب فشــرده شــوند، نتیجه نهایی 
تغییر نمی‌کند:

001

011

100

101

111

000

111

000

010

100

011

010

...................     شکل7:  تأثیر فشردن کلیدهای 6،  5  و 1  ..................

اگر بازیکن یک دکمه را به تعداد فرد فشار دهد، نتیجه آن مشابه 
زمانی است که همان دکمه را یک بار فشار داده باشد:

001

011

100

010

000

100

001

011

100

010

000

100

.......................................     شکل 8     ......................................

دکمه بالا سمت چپ برای اولین، دومین و سومین بار فشار داده 
می‌شــود و اگر دکمه‌ای را به تعداد زوج فشــار دهد تغییری حاصل 

نمی‌شود: 

001

011

100

010

000

100

001

011

100

.......................................     شکل 9     ......................................

دکمه بالا سمت چپ )شکل9( برای اولین، دومین بار فشار داده 
می‌شود. اکنون فرم ماتریســی رابطه )1( را بیان می‌کنیم. ماتریس 

 ستون‌های آن  هستند را در نظر می‌گیریم: 

000001011

000010111
000100110

001011001
101010101
100110100

011001000

111010000

110100000

A = (U1 , ... , U9) =

  جـواب دستگـاه:                اسـکـالـرهـای 
ماتریس A وارون‌پذیر است و 

011100101

000111111
110001101
011011011
101010101
110110110

101100011
111111000

101001110

A-1 =

  درایه‌های s  بیان می‌کندکه  بنابراین 
با فشردن کدام کلیدها به شکل نهایی یا برنده می‌رسیم. 

011100101

000111111
110001101
011011011
101010101
110110110

101100011
111111000

101001110

0

1
1
0

1
1
1
1
0

0

0

0

0

1
1
1
0
1

A-1 (Vw + VP) = = = S0

درایه‌های 1 بــردار s در مکان‌های 5، 6، 7 و 9 قرار دارند. پس 
فشردن این چهار کلید از وضعیت اولیه به برنده خواهیم رسید. 
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اندیشه
تفریح

ترجمه: غلامرضا یاسی‌پور

مسأله زیر مسأله‌ای حسـابی است که بسیاری 
از خواننـدگان را گـیج می‌کنـد. امـا در‌صورتی‌که 
با‌شکیبایی توضیح داده شــود کودکی نیز آن را 

درک می‌کند.
***

از مخزن آبی، آب به‌طـور دائـم، با نرخ ثـابـت 
1000 گالن در ساعت، به شهری وارد می‌شود.

از آنجا که مصرف آب در شبانه‌روز تغییر می‌کند. 
اضافة آن، هنگامی که ورود آب از مصرف آن، افزون 
می‌شود، در برجی، برای زمانی که مصرف آن از ورود 

آن فزونی می‌گیرد، ذخیره می‌شود.
تعـداد گالن‌های مصرف شده طی هـشت دورة 
سه ساعتی متوالی به این طریق است: 2000، 5000، 

4500، 2500، 4000، 500، 4000 و 1500 گالن.
 با این فـرض کـه آب در هـر دورة سـه ساعتی
با نرخ ثابتی مصرف می‌شــود، ظرفیت برج چقدر 

باشد تا همواره جوابگوی وضعیت حاصل باشد؟

 

001

011

100

011

100

110

111

000

010

111

011

001

111

101

111

(a) (b)

(d)

(c)

(e)

بدین‌ترتیب بازی مرلین با یک دستگاه معادلات خطی در میدان 
دودویی مدل‌ســازی می‌شود و جواب این دستگاه کلیدهای مناسب 

برای رسیدن به جواب برنده را محاسبه می‌کند.

پی‌نوشت‌ ...........................................................................................  
1. Merlin’s MagicSquares

 . . . . . . . . . . . . معمای برج آب . . . . . . . . . . . . 

 جواب:   کمبود ایجاد شده )-( یا افزایش حاصل )+( طی هر دورة 
3 ساعتی برابر 3000 گالن ورودی منهای تعداد مصرف در آن 
دوره است. جریان‌های خالص مزبور به‌ترتیب متوالی عبارت‌اند 
از 1000+، 2000-، 1500-، 500+، 1000-، 2500+، 1000- و 

1500+ گالن.
از آنجا که جریان آب در شبانه‌روز پیوسته است، ساعت آغاز 

مهم نیست و تنها رعایت ترتیب اهمیت دارد.
فرض می‌کنیــم Q مقدار آب واقع در بــرج در آغاز دورة اول 
باشــد، مقدار آب در پایین دورة اولQ‌+1000 ؛ در پایان دورة‌ دوم
Q‌+1000( -2000 = Q‌-‌1000(؛ در پایان دورة ســوم تا هشتم،
Q‌-‌1500 ، Q‌- ‌500، Q‌-‌3000 ،  Q‌-‌2000،   Q‌-‌2500  و Q گالن

خواهد بود.
Q باید حداقل3000 گالن باشد، و گرنه شهر طی دورة پنجم 
بی‌آب می‌ماند. بیشترین مقدار آب در هر زمان Q‌+1000 گالن در 
پایان دورة‌ اول است. بنابراین کمترین ظرفیت برج باید گالن باشد.
2000 + 1000 = 400
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هندسه
 محمدحسن گورانی

قضیه سِوا:1(

 ،BC )به‌ترتیب بر اضلاع )و یا امتداد اضلاع P و N و M نقاط
 BN ،AM قرار دارند اگر سه پاره‌خط ABC از مثلث AB و AC

و CP همرس باشند، آنگاه: 
 	

 O در CP و BN و AM برهان: فرض کنیم ســه پاره‌خــط
همرس باشند.

 

 

P
N

O

B

C

A

M

و به کمک متشابه مثلث‌ها می‌توان نوشت: 

و

پس:

	

)عکس قضیه سوا(:2(

نقــاط M و N و P به‌ترتیــب بر اضلاع )و یــا امتداد اضلاع( 
AC ،BC و AB از مثلث ABC قرار دارند. اگر داشــته باشــیم 

 CP و BN و AM آنــگاه ســه‌پاره‌خط 

همرسند.
فرض می‌کنیم سه پاره‌خط AM و BN و CP همرس نباشند 

محل برخورد BN و CP را O می‌نامیم،‌ 
از A به O وصـل می‌کنیم و امتـداد

می‌دهیم تا BC را در قطع 
کند. با توجه به قضیـه سوا 

می‌توان نوشت:
 

P

N

B C

A

M

O

 
 	

 مقدمه:   سلام . . .  امیدوارم حالتون خوب باشد و سالم و سلامت باشید، بی‌مقدمه برویم سر قولی که دادیم اثبات چند قضیة‌ 
مهم و کاربردی که با آن‌ها بتوان مسأله‌های مهمی را اثبات و حل کرد.

)6(

آشتی با
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از برابری تناسب به‌دست آمده و فرض مسأله داریم:

 

 

یعنی M و منطبق می‌شود و قضیه اثبات می‌گردد.

 تذکر: اگر M بر امتداد ضلع BC قرار داشته باشد از‌تفاضل 

صورت و مخرج استفاده کنید.

  نکته:  این امکان وجود دارد که با فرض مســأله سه نقطه 

N ،M و P بر یک امتداد قرار گیرند.
اکنون می‌خواهیم کاربــرد این قضیه مهم و عکس آن 

را در حل مسأله‌های کتاب‌های درسی هم مشاهده کنیم.

 1 مثال 
نشان دهید سه میانه مثلث همرس‌اند.

 ،BC اضلاع CP و BN ،AM برهان: فرض کنیم میانه‌هــای
AC و AB را در M و N و P قطع کرده باشند می‌دانیم: 

 
 

 
P N

B

C

A

M

پس:                                 

پس بنابر عکس سوا، AM و BN و CP همرسند.

  نکته: محل برخورد میانه‌ها را »مرکز تفل« مثلث گویند و 

با‌حرف »G« نشان می‌دهیم.

 2 مثال 
 میانه‌های مثلث، مثلث را به شــش مثلث کوچک هم مساحت 

تقسیم می‌کنند.

برهان: محل برخــورد میانه‌هــای CP ،AM و BN از مثلث 
ABC را G می‌نامیم.

 

 

P N

B C

A

M

α

α

β β

γ

γG

GP میانه مثلث ABG است پس: 

	

GM میانه مثلث BGC است پس: 

	

و GN میانه مثلث AGC است پس: 

	

از طرفی چون AM میانه مثلث ABC است.

پس: 

	
و به همین ترتیب می‌توان نشان داد:
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تمرین 1

ثابت کنید، اگر G محل برخورد میانه‌های مثلث ABC باشد 

. ‌ آنگاه  یا به عبارتی 

تمرین 2

نشان دهید سه ارتفاع همرس‌اند. 

  نکته: نقطه همرسی ارتفاع‌ها را »مرکز ارتفاعی« گویند.

 3 مثال 
نشان دهید نیمسازهای داخلی هر مثلث هم‌رأس‌اند.

برهان: فرض کنیم BE ،AD و CF نمیســازهای داخلی نظیر 
زاویه‌های B ،A و C از مثلث ABC باشند.

 

 

F N

B

A

D C

I

 ABC و  اضلاع مثلث  ، اگر 
باشــند چون می‌دانیم نیمساز ضلع مقابل را به نسبت اضلاع تقسیم 

می‌کند پس: 

 

پس می‌توان نوشت: 

 	

و بنابر عکس قضیه سوا، BE ،AD و CF هم‌رأس‌اند.

  نکته: محل برخورد نیمسازهای داخلی مثلث، مرکز دایره 

محاطی مثلث است.
ملاحظه کردید که این قضیه‌ها، چقدر برخی از اثبات‌ها را 
جذاب‌تر و راحت‌تر می‌کند پس یادگیری آن‌ها کمک شایانی 
به همان شعار همیشگی‌مان »آشتی با هندسه« می‌کند حالا 
می‌خواهیم چرخ هندســه را روغن کاری کنیــم. تا روان‌تر 
بچرخد می‌خواهیم بگوئیم قضیه سوا برای زاویه‌های داخلی 

مثلث هم برقرار است جالبه! با هم ملاحظه کنیم.

قضیه سوا سینوسی:3(

 AB و AC ،BC به‌ترتیب بر اضلاع P و N ،M فــرض کنید‌
 CP و BN ،AM قرار دارند اگر ســه پاره‌خــط ABC از مثلث

هم‌رأس باشند داریم: 

	

برهان: در اثبات ایـن قضیه از قضیـه سینوس‌ها کـه در هندسه‌2 
با آن آشنا هستید کمک می‌گیریم.

فرض کنید M و N و P بر اضلاع AC ،BC و AB باشــند 
 ACM و ABM تـوجه بـه قضیـه سیـنوس‌هـا در دو مـثلث با‌

 
P

N

B C

A

M  
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پس می‌توان نوشت: 

	

و به همین ترتیب داریم: 

 	

	

با توجه به رابطه‌های I و II و III داریم: 

 	

	

که چون بنابر قضیة سوا
 	

پس حکم قضیه برقرار است.
عکس این قضیه هم برقرار است که آن را بیان می‌کنیم و اثبات 

آن را به عهدة شما خواننده گرامی می‌گذاریم.

عکس قضیه سوا سینوسی:4(

نقطه‌های M و N و P به‌ترتیب بر اضلاع AC ،BC و AB از مثلث 

ABC قرار دارند و   

برقرار باشد سه پاره‌خط BN ،AM و CP هم‌رأس‌اند.

 4 مثال 
به کمک قضیة سوا سینوسی نشــان دهید نیمسازهای داخلی 

هرمثلث هم‌رأس‌اند.

برهان: فرض کنیم AD و‌ 
و‌ نیمسازهـای زاویه‌های 

 ABC داخـلی مثـلـث
باشند.

 
DD

B C

A

D

1 2

21
2 1

با توجه به خاصیت نیمسازها   

چون:                           

،‌ و  بنابر عکس قضیه سینوســی وسط پاره‌خط‌های 
 هم‌رأس‌اند.

***
در شــماره بعدی می‌خواهیم قضیة پرکاربرد منلائوس را با هم 

بررسی کنیم.
فعلًا خداحافظی می‌کنم تا شماره بعد.

۝منابع ............................................................................................
1. جاوید دلیدشقی، مجموعه آمادگی برای المپیاد، فاطمی، چاپ چهارم 1396.

2. ارشک حمیدی، هندسه از ابتدا تا ...، فاطمی چاپ سوم 1402.
3. اصلاح‌پذیر بهمن، عالمگیر مرتضی، آشنایی با هندسه، فاطمی چاپ ششم 1399.
4. خسروی امیر، محمد نصیری ابراهیم دارایی،‌ هندسه 2، وزارت آموزش و پرورش 

.1374
5) DAVID HILBERT, PH.P The Founda tionsof Gemetry 1950.
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 حميدرضا اميري

 آموزش ترجمه متون ریاضی
       فارسی به انگلیسی ) 5(

ما می‌خواهیم نشــان بدهیم که p درست است. فرض می‌کنیم چنین نباشــد و بنابراین  )نقیض p( درست است. سپس یک تناقض 
به‌دست می‌آوریم )نتیجه می‌گیریم(.p باید درست باشد.

 قضیة 1. 10
اگر n2 یک عدد صحیح و زوج باشد، در این صورت n نیز همین‌طور است )صحیح و زوج است(.

اثبات: 
‌خلاف این را فرض می‌کنیم. یعنی فرض می‌کنیم n فرد باشد. بنابراین؛‌عددی صحیح مانند k وجود دارد به قسمی که:   .

در این حالت  عددی فرد است و این با فرض زوج بودنn2 تناقض دارد. بنابراین n می‌باید زوج باشد.

 قضیة 2. 10
عدد  گنگ است. 

اثبات: 
فرض کنیم چنین نباشــد. یعنی فرض کنیم که  گویاســت. بنابراین دو عدد صحیح m و n بدون هیچ مقسوم‌علیه مشترک وجود 
‌دارند به‌طوری‌که:  . با به توان 2 رساندن دو طرف این تساوی خواهیم داشت:  . بنابراینm2 زوج است. طبق قضیة
m ،10‌.1 زوج اســت. یعنی، 2 عدد m را می‌شــمارد )m بر 2 بخش‌پذیر است(. به عبارت دیگر، برای بعضی اعداد صحیح مانند k داریم: 

.
  که نتیجه می‌گیریم:  . با به توان دو رساندن خواهیم داشت: 

این تساوی نشان می‌دهد کهn2 زوج است و طبق قضیة n ،10 .1 زوج است.
مــا نتیجــه گرفتیم که 2 هر دو عدد m و n را می‌شــمارد )m و n هر دو بر عدد 2 بخش‌پذیرنــد( و این با فرض ما که m و n هیچ 

مقسوم‌علیه )عامل( مشترکی ندارند، در تناقض است. بنابراین،  باید گنگ باشد.

اثبات از طریق برهان خلف:

)7(
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(Proof1اثبات، برهان 

(Contradiction2خُلف

(Assume3فرض کردن

(Even4زوج

(Integer5عدد صحیح

(Suppose6فرض کردن

(Contradict7تناقض

(Assumption8فرض

(Irrational9گُنگ، اصم، ناگویا

(Squaring10به توان 2 رساندن

(Common divisors11عامل‌های مشترک

(Conclude12نتیجه‌گیری

(Odd13فرد

لغت‌ها و اصطلاحات مهم

 
We want to show that p is true. We assume it is not and therefore‌~p is true and then derive a 

contradiction. p must be true.
 Theorem 10.1

If n2 an even integer so is n.

Suppose the contrary. That is suppose that n is odd. Then there is an integer k such that n = 2k+1.
In this case, n2 = 2(2k2+2k) +1 is odd and this contradicts the assumption that n2 is even. Hence, n 

must be even.
 Theorem 10.2

The number 2  is irrational.

Suppose not. That is, suppose that 2  is rational. Then there exist two integers m and n with no 
common divisors such that 2

 
. Squaring both sides of this equality we find that 2n2 = m2. 

Thus, m2 is even. By Theorem 10.1,m is even. That is, 2 divides m. But then m = 2k for some 
integer k. Taking the square we find that 2n2 = m2 = 4k2, that is n2 = 2k2. This says that n2 is even 
and by Theorem 10.1, n is even. We conclude that 2 divides both m and n and this contradicts 
our assumption that m and n have no common divisors. Hence, 2  must be irrational.

 شما ترجمه کنید:
 Theorem 10.3

The set of prime numbers is infinite.

Proof.

Suppose not. That is, suppose that the set of prime numbers is finite. Then these prime numbers 
can be listed, say, p1 , p2 , … , pn.  Now, Consider the integer N = p1p2 … pn+1. By the Unique 
Factorization Theorem, (See Problem 12.5) Ncan be factored into primes. Thus, there is 
a prime number p, such that pi | N. But since pi |p1 p2 … pn we have pi | (N-p1p2…pn)

 = 1, a 
contradiction since pi > 1.

Proof by contradiction:

Proof.

Proof.
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مثلثــی  دنبالــه  بــا  دهــم  پایــه   1 ریاضــی  کتــاب  در 
  آشنا شــده‌اید. هم‌چنین مشاهده کردید 
کــه مجموع اعداد طبیعــی متوالی از 1 تا n از رابطه زیر به‌دســت 

می‌آید: 
                  )1(

اکنون می‌خواهیم یک رابطه برای مجموع مربعات )مجذورات( 
اعداد طبیعی متوالی از 1 تا n به‌دست آوریم.

 

منظور بنابر اتحاد مکعب مجموع دو جمله‌ای داریم: برای این‌
 

 
 

‌بــا جایـــگذاری  و  و  و  و 
در رابطه * داریم:

 

 
 

با جمع کردن طرفین تساوی خواهیم داشت: 

 

با جایگذاری در رابطه بالا خواهیم داشت:

 	
	

 

	
	

 
	

با فاکتورگیری از  در سمت چپ تساوی خواهیم داشت: 

 	

	

	

 

 مجید کریمی‌زاویه

 مقدمه:   دانش‌آموزان عزیز در مقاله‌ قبلی با مفهوم دنباله درجه دوم و جمله عمومی آن که به‌صورت    است 
آشنا شده‌اید. در این مقاله قصد داریم تا روشی برای محاسبه مجموع n جمله اول دنباله درجه دوم به‌دست آوریم.

)8(

 مجموع 
جملات  دنباله 
درجه دوم
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در نتیجه رابطة زیر به‌دست می‌آید:

 

 مجموع جملات دنباله درجة دوم 
اگــر دنبالــه  یــک دنبالــه درجــه دوم با جملــه عمومی 

  باشد، آنگاه:
 	
 	
 	
 	

	

 
  نشان داده  مجموع n جمله اول دنباله درجة دوم  با نماد 

می‌شود و خواهیم داشت: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

بنابر رابطه‌های گفته شده، خواهیم داشت:

 
آمده فرمول محاسبه مجموع n جملة اول دنباله  رابطه به‌دست‌

درجه دوم است.

 1 مثال 

 مجموع ده جمله اول دنباله  را به‌دســت 
آورید.

حل: ................................................................................. 
دنباله داده شــده، دنباله مربعات اعداد طبیعی با جمله عمومی 

 است، بنابراین:  و   .
دنبالــه   اول  جملــه  ده  مجمــوع  آوردن  به‌دســت  بــرای 

 خواهیم داشت: 

	

	
 

 	

 2 مثال 

مجموع بیست جمله اول دنباله درجه دوم زیر را به‌دست آورید.

  

حل: ................................................................................. 
ابتدا با حل دســتگاه سه معادله سه مجهولی زیر جمله عمومی 

دنباله را به‌دست می‌آوریم:

	
 

 	



34
شمارۀ     7 دورۀ متوسطه 2 دورۀ دوم  تابستان 1403

اندیشه
تفریح

 جواب:   در همان‌گونه که هر دهقان می‌تواند بگوید، از آن‌جا که کل چمن چریده شده است و هر بز به اندازة بز دیگر 
می‌تواند بچرد، هر بز    از‌ 120 متر‌مربع، یا 40 متر‌مربع را چریده است.

سه بز، چمنی محصور به مساحت 120 متر‌مربع 
و به شکل مثلثی متساوی‌الاضلاع را می‌چرند. 
 هر‌یک از بزها با طناب بـه گوشـه‌ای متفـاوت 
 از چمن بسته شده و طول طناب‌ها چنان است که

هر بز می‌تواند به وسط حصار مقابل برسد.
اگر در نظر بگیریم که هر بز تمام سطحی را که 
به تنهایی می‌تواند به آن برسد، نیمی از سطحی 
را که دو بز در آن شریکند، و یک‌سوم سطحی 
را کـه هـر سـه بـز در آن مشترکند، می‌چـرد، 

روی‌هم‌رفته چه‌سطحی را می‌چرد؟

  به‌صورت زیر  است: در نتیجه جمله عمومی دنباله 

بــرای به‌دســت آوردن مجمــوع بیســت جمله اول دنـــباله 
    خواهیم داشت: 

 
	

 

***
در پایان این مقاله، از دانش‌آموزان عزیز انتظار می‌رود که: 
 الف‌( مجـموع جملات مربعات اعداد طبیعی از 1 تا n را 

به‌دست آورند.
    ب( مجموع جملات دنباله درجه دوم را به‌دست آورند.

  تذکر و اندیشه: آیـا می‌توانیـد با توجـه به مطالـبی کـه

در این‌مقاله به آن‌ها اشاره شد رابطه‌ای برای محاسبه مجموع 
   جملات دنباله درجة سوم 
به‌دست آورید؟ منتظر جواب‌های شما عزیزان در این رابطه 

هستیم.

۝منابع .............................................................................................
1. بهزاد، م.، کاظمی، س.، کافی، ع. 1370. حســاب دیفرانسیل و انتگرال و هندسه 

تحلیلی، نویندگان توماس، ج.، فینی، ر. مرکز نشر دانشگاهی تهران.
2. Ochieng, R.C., Chikunji, C.J and Onyango-Otieno, V.2021, 

Quadratic Sequences in Pythagorean Triples. Asia-Pacific 
Conference on Applied Mathematics and Statistics.

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرا محصور مکن . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



35

آموزشي
 حسین کریمی

 مقدمه:   در ســال 1899 میلادی فرانک مورلی )Frank-Morley( قضیه‌ای جالب در مورد مثلث مطرح کرد که به عقیدة 
بعضی نویســندگان یکی از جالب‌‌ترین و اسرارآمیزترین قضیه‌های هندسه اقلیدســی در قرن بیستم است آن هم در سطح 
مقدماتی، به همین دلیل بعضی این قضیــه را معجزه مورلی می‌نامند و آن را در ردیف یکی از صد قضیه بزرگ در ریاضی قرار 
داده‌اند. بیش از 200 اثبات مختلف در مورد قضیه مورلی در کتاب‌ها و مجلات ریاضی و به‌ویژه ســایت‌های مختلف بیان شــده 

است که دو راه‌حل بسیار ساده و قابل درک برای دانش‌آموزان را در اینجا قید می‌کنیم.
روش اول از ریاضیدان هندسی، نارانینگار )Naraniengar( و روش دوم از آقای دکتر امیدعلی شهنی‌کرم‌زاده می‌باشد. 

بحثی در باب
قضیه مورلی
 

ابتدا صورت قضیه را مطرح می‌کنیم: 
هرگاه در داخل مثلث از هر رأس، دو نیم‌خط  قضیه مورلی:
رســم کنیم تا زاویه آن رأس را به ســه قسمت برابر تقسیم کند، از 
برخورد هر دو نیم‌خط مجاور به ضلعی از مثلث، نقاطی پدید می‌‌آیند 

که رأس‌های مثلث متساوی‌الاضلاع هستند.

CB

A

X

Y
Z

ββ

β
δ δ
δ

α
αα

قرارداد: در مثلث ABC، مثلث XYZ )شکل فوق( را مثلث 
مورلی می‌نامند.

قبل از بیان برهان نارانینگار، لازم است که لم مقابل ثابت شود.

A

Y Z

Z Y

3α

2θ2θ

، Y و  که در شرط‌های:  Z ،  لم: چهار نقطة
الف( 

ب(  
 Y که با A صدق کنند، بر یک دایره واقع‌اند، علاوه بر آن، نقطة
در یک طرف خط  واقع نباشد و  

باشد، نیز بر همان دایره واقع است.
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اثبات: نیمســازهای دو زاویه  و  در O برخورد 
می‌کنند. 

θ θθθ
Z

O

Y

Y Z

مثلث‌های  و OYZ و  با هم برابرند )ض ‌ـ ز ـ ض( 
و متساوی‌الساقین می‌باشند یعنی  
  است.  و اندازة هر یک از زاویه‌های مجاور به قاعدة‌ آن‌ها 
  بر دایره به مرکز O واقع‌اند. ‌بنابرایــن چهار نقطة ، Y ،Z و 
، ZY و  برابرند با  در ایــن دایره هر یک از کمان‌هــای 
اندازة زاویه مرکزی، یعنی:  .

A

O

Y Z

Z Y

3α

2α 2α2α

2α2α

2α

θθ
2
π - α 2

π - α

پس کمان  که شــامل Y نیســت، کمان در خود زاویة 

 یعنی کمان در خود زاویة  است. 

بنابراین نقطة A با شرط‌های گفته شـــده، بر این کمـان قرار 
دارد.

نتیجه: هرگاه شرایط لم فوق برقرار باشد آنگاه AZ و AY، زاویة 
 را به سه قسمت برابر تقسیم می‌کند. 

A

Y Z

Z Y2α

2α 2α

αα
α

اکنون روش اثباتی که نارانینــگار مطرح کرد را بیان می‌کنیم. 
مطابق شــکل نیم‌خط‌هایی که زوایای B و C را به ســه قســمت 
مساوی تقسیم کرده‌اند یکدیگر را در U و X قطع می‌کنند. درمثلث 
، نقطة X محل برخورد نیمســازهای دو زاویه داخلی است  BCU

پس XU نیز نیمساز U است.

X

U

B C

β β γ γ

γβ

از نقـطة X در دو طـرف XU زاویـای‌300 را جـدا می‌کنیـم تا 
CU را در Y و BU را در Z قطع کنند.

X

Z
U

Y

B C

β β γ γ

γβ

300300

دو مثلث XYU و XZU همنهشــت هســتند )ز ـ ض ـ ز( 

در‌نتـیجـه  و بـا تـوجـه بـه
  ‌

نتیجه می‌گیریم که مثلث  متساوی‌الاضلاع است.
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در نتیجه:

                 

با فرض   و با توجه به اینکه  

نتیجــه می‌گیریم کــه  و در 

نتیجه  .

روی BA و CA به‌ترتیــب‌ و‌‌ را چنان انتخاب می‌کنیم 
تا  داشته باشیم:

X

Z

U
Y

A

B C

β β γ γ
γβ

3α

Y
Z

 و که در‌این‌صورت‌
و  )ض ـ ‌ز ـ ض( 

، با توجه  در نتیجه:  
به تساوی دو زاویه  و XZB نتیجه می‌گیریم که مکمل آنها 

هم برابرند، پس:  نیز با‌
 	

در نتیجه: 
 	

و هم‌چنیــن انــدازة زاویــة  برابر اســت با  و 
.
 

بـا توجـه بـه:    

       

‌مشــاهده می‌کنیم که شــرایط لم اثبات شــده،‌ بر قرار است.
پس پنج نقطة A و و Z و Y و‌ بر یک دایره واقع‌اند و AZ و 
AY همان امتدادهایی هستند که زاویة A را به سه قسمت مساوی 

تقسیم می‌کنند.

X

Z

U

Y

A

B C

Y
Z

حال مشــاهده می‌کنیم سه نقطة تعیین شدة X، Y و Z که با 
آن‌ها مثلث متســاوی‌الاضلاع را ساختیم در واقع همان محل تلاقی 
نیم‌خط‌هایی هســتند که هر یک از زوایای مثلث را به ســه قسمت 

مساوی تقسیم می‌کنند.
آقای دکتر کرم‌زاده با بیان یک قضیه ســاده در مورد نیمســاز 
زاویــه که از زمان اقلیدس تا به حال دیده نشــده بود )که آن را لم 
کــرم‌زاده می‌نامیم( به همراه یک قضیه جهت معادل ســازی برای 
متساوی‌الاضلاع بودن مثلث مورلی، توانستند اثباتی ساده برای قضیه 

مورد بحث ارائه دهند.

لم کرم زاده: فرض کنیم A نقطه‌ای درون زاویه  و 
B و C دو نقطه روی ضلع‌های این زاویه به‌جز 

نقطة O باشند،‌ هر دو شرط از سه شرط 
زیر برقرار است. اگر و فقط اگر 

سومی نیز برقرار باشد.

O

C

B

X Y

A
N

H

2 1

C

A )1 روی نیمساز  واقع است.
  )2

اندازه‌اند یا مکمل‌اند. 3( زاویه‌های  و  یا هم‌
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اثبات: اگر AB و AC بر دو ضلع زاویه عمود باشــند که همان 
ویژگی شناخته شده نیمساز زاویه است و ثابت است، پس فرض کنیم 
 AH بر دو ضلع زاویه عمود نباشــند، در نتیجه عمود AC و AB
را بــر OB و عمود AN را بر OC رســم می‌کنیم. پس دو مثلث 

( را داریم. قائم‌الزاویه  و  )یا 
اگر )1( و )2( برقرار باشند، 

)وتر و یک ضلع زاویه قائمه(
در نتیجه:              

  
‌بنابراین  یا  مکمل 

‌اســت. اگر )1( و )3( برقرار باشــند، باز بنابر همنهشــتی یک ضلع
و زاویــه حــاده در مثلث‌هــای قائم‌الزاویــه نتیجــه می‌گیریــم

.
اگر )2( و )3( برقرار باشند، بنابر هم‌نهشتی وتر و یک زاویه حاده 
 A در مثلث‌های قائم‌الزاویه نتیجه می‌گیریم،  بنابراین

روی نیمساز  است.

قضیه: در هر مثلث ABC، مثلــث XYZ )مثلث مورلی( 
متساوی‌الاضلاع است اگر و فقط اگر مطابق شکل:  

 

X

Z Y

A

B C

β β γ γ
γβ

M

α‌α‌ α‌

56
41

2 3

اثبات: فرض کنیم تلاقیCY و BZ نقطة M باشــد. CX و 
BX و MX نیمسازهای  هستند. 

اگر  چون X روی نیمســاز  اســت بنا به لم 
کــرم‌زاده داریم:  و به همیــن ترتیب از  

نتیجه می‌شــود  بنابراین  متساوی‌الاضلاع 
است.

برعکس: فرض کنیم  متســاوی‌الاضلاع باشد. باید 
 X چــون   ثابــت کنیــم 
  بنابر لم کرم‌زاده    اســت و  روی نیمســاز 
 یــا  مکمل‌اند. باید ثابــت کنیم حالت مکمل 

امکان ندارد.

 	

 	
  و   مکمل هــم باشــند داریم  ‌کــه اگــر  و 
     و یا  یا  . حــال اگر  یا   در نتیجــه 
نیز مکمل هم باشند، آنگاه می‌باید مثلث ABC دارای 2 زاویه قائمه 
شود که در هندسه اقلیدسی غیرممکن است. پس فرض کنیم  
و  مکمل یکدیگرند ولی  و  باشد که در 

این‌صورت داریم:
 

 

با توجه به مجموع زوایای هم رأس در Z داریم:
 
 	
همین‌ترتیب  و  یعنی  و به‌

 یعنی عکس قضیه هم برقرار است.
آقای دکتر کرم‌زاده بر پایه لم و قضیه بیان شــده، برهان زیر را 

برای قضیه مورلی ارائه کردند.
اثبات: فــرض کنیــم در مثلــث ABC داشــته باشــیم: 
،  و  کــه نشــان 
. ســه مقــدار y ،x و z را به صورت  می‌دهد 
نظــر  در   z و  و    

می‌گیریم.
X

B C
β γ

z



39
شمارۀ 7     دورۀ متوسطه 2 دورۀ دوم  تابستان 1403  

مثلث BCX را چنان می‌سازیم که زاویه‌هایی که ضلع‌های آن 
شامل BC باشد به اندازه‌های  و  باشند. 

X

Z

y
xx

z

Y

B C
γβ

600

ســپس مثلث‌هــای  و  را به‌ترتیــب روی 
ضلع‌های BX و CX با زاویه‌هایی به اندازة y ،x و z مطابق شکل 

می‌سازیم. بدیهی است که  زیرا: 
 

دار این صورت داریم: 

y
xx

z
600

X

Z Y

B C

β γ
γβ

M

اگــر نقطة تلاقی امتدا CY و BZ را M بنامیم، CX و BX و  
MX نیمسازهای مثلث BCM خواهند بود که با توجه به لم بیان 
شده داریم:  پس مثلث XYZ متساوی‌الاضلاع است.
اکنون از C نیم‌خط CM و از Z نیم‌خط ZN را چنان رســم 
می‌کنیم تا داشته باشیم:   و  

X
K

Z

N M

y

yz

z Y

B C

A

β γ

γ

γβ

‌θ‌θ

‌نقطة تلاقی ایـــن دو نیـم خط را  می‌نامیـم. بـا تـوجه بـه 
این‌که  و  نتیجه 
 Y واقـع اسـت و چـون   می‌گیریم که Y روی نیمسـاز  
 Y روی نیمساز  هم قـرار داشـت نتیجـه می‌گـیریم کـه

روی نیمساز  هم قرار دارد. 
پس:

اکنون با توجه به مجموع اندازه‌های زاویه‌های درونی چهارضلعی 
 داریم: 

X

Z Y

A

B C

β β γ γ
γβ

M

α‌ = θ

α‌ = θ

y

y
xx

z

z

 	
 	

  و در مثلث  داریم:   در نتیجه 
زیرا: 

 	
	

زوایــای  بــا   ZY روی  یکتــای   ملــث  بنابرایــن، 
 ساخته شده است.

مشابه آن، اگر به‌جای C و Z نقطه‌های B و Y را انتخاب کنیم 
و مرحله‌هــای فوق را انجام دهیم، به همان مثلث یکتای‌ 
می‌رســیم کــه  و در نتیجه 
 و‌ همان A است و اثبات کامل است.

۝منابع .............................................................................................
1. بازآموزی و بازشناخت هندسه ـ انتشارات دفتر امور کمک آموزشی و کتابخانه‌ها 

ـ ترجمة عبدالحسین مصحفی
2. مبانی هندسه ـ انتشارات مبتکران ـ تألیف محمود نصیری
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تاریخ و فلسفه ریاضی
 محمدحسن گورانی

فیثاغورســیان کوشیدند تا 10 جرم کیهانی را کشف کنند و در 
نظام کیهانی خود جای دهند و در غیاب جرم دهم آن را ابداع کردند.
ارســطو )384-322 ق . م(در کتاب نخســت مابعدالطبیعه از 
عرفان عددی فیثاغورســیان انتقاد کرد. او می‌گوید آنان چون کاملًا 
در ریاضیات غرق شده‌اند گمان می‌کنند اصول عددی ایشان اصول 

همه موجودات است. 
»چون در ریاضیــات اعداد بطور طبیعی نخســتین چیزهایند 
فیثاغورسیان می‌پنداشتند که می‌توان در اعداد شباهت‌های فراوانی 
را میان چیزهایی که وجود دارند و به‌وجود خواهند آمد مانند عناصر 
آتش، هوا، خاک و آب مشاهده کرد. همچنین ویژگی‌ها و نسبت‌های 
‌نتُ‌هــای موســیقی را در اعداد یافــت و این‌گونه عناصــر اعداد را
موجــودی می‌دانســتند، چنان‌که گویا همه چیز بــر پایه اعداد  هر‌
تشــکیل شده اســت و خود اعداد را نخستین چیز در تمام طبیعت 

می‌انگاشتند و باور داشتند که تمام گنبد آسمان آهنگ و عدد است. 
یکی از تجلیات اعداد را عدالت دانسته می‌شد و دیگری نفَْس یا عقل 
بود؛ زمان و مناســبت‌ها اشکال دیگر تجلی اعداد بودند و همین‌طور 
اصولاً هر چیزی که وجود دارد و آنان روابط میان اعداد و آهنگ‌ها را 
از یک‌سو و ویژگی‌ها و بخش‌ها و بخش‌های آسمان و همه موجودات 
جهان را از ســوی دیگر گــرد می‌آوردند و آن‌ها را با هم مقایســه 
می‌کردند و اگر چیزی کم بود، سرشــتی مصنوعی به تولید نسبت، 
در هر جای نظام کمک می‌کرد. مثلًا تصور می‌شد که 10 کامل‌ترین 
عدد است و کل قلمرو اعداد را دربرمی‌گیرد در نتیجه باید در آسمان 
نیز 10 جرم باشــد که به شکل ســتاره بگردند، اما چون جرم مرئی 
داریم، آنان یک جرم و دهم ابداع کردند، همان ضد زمین نامرئی.«

و 4  ارســطو عدد 4 را عدد عدالت می‌دانست چون  
را اولین مربع کامل می‌خواند از این‌رو آن را عین عدالت می‌دانســت. 

 قسمت سوم 

اعداد

یاران همیشگی سلام ...
نمی‌دانید چقدر مشتاقم تا باز هم موقع و موعد ارائه داستان جدیدی از این زیباترین اسرار ریاضی برسد. چرا که فراگرفتن آن هم 

تاریخ زیبای ریاضی است، هم داستانی از آنچه از ابتدا آموختیم و تا انتها با ما خواهد بود.
در شماره قبلی به اعتقاد فیثاغورسیان و عقیده آن‌ها در مورد جهان هستی و رابطه موسیقی و اعداد و . . .  پرداختیم. در این شماره 
می‌خواهم به سراغ افلاطون و ارسطو و عرفان هم بروم تا باز هم در اعماق تاریخ غوطه‌ور شویم و نه‌تنها خفه نشویم بلکه پرنفس‌تر بر‌آئیم!

اشاره
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افلاطون هم از منتقدان بزرگ فیثاغورســیان بــود اما چون همواره 
به‌دنبال اندازه‌گیری حیات و هماهنگی بین آن با مترو معیار فلسفی 
خودش بود در جاهایی پذیرفت که اعداد کلیدهایی برای حل معماهای 
رازگونه خلقت هستند. ســرانجام تفکرات فیثاغورسی و اندیشه‌های 
‌افلاطونــی در مکاتب نوافلاطونی و نظام‌های غنوصــی ادامه یافت و
یک عرفان عــدد را به‌وجود آورد که بگوید »اعداد بر طبیعت اشــیا 
تحت امر خود اثر می‌گذارند و میان خداوند و جهان آفرینش واســطه 
هستند« با این روش هر عدد سرشتی مخصوص و راز‌دار خود با معنای 
‌متافیزیکــی می‌پرورد. این مکتب )نظــام نوافلاطونی( تأثیری عمیق

بــر نگرش‌های عرفانی ســه دیــن ابراهیمی 
یهودیت، مسیحیت و اسلام گذاشته است.

فیلوی اسکندرانی با دنبال کردن این خط 
فکری اندیشــه‌هایی از عهد عتیق و تفکرات 
فیثاغورسیان را درهم آمیخت و اساس کتاب 
مقدس در قرون وسطا را بنا کرد. قبالای یهود 
در قرون وسطا یکی از بزرگ‌ترین پیشرفت‌های 
سنت فیثاغورسی است که در آن عرفان عددی 
پیچیده‌ای ریشه کرده است در قبالا واحدهای 
ده‌گانه‌ای داریم که خودشان به هم وابسته‌اند 
و 22 حرف الفبای عبری پل‌های بین آن‌هایند. 
‌در قبــالا واحــد ازلی بــه ســفیروت ده‌گانه
 )از سافر به معنی شمردن( تقسیم می‌شود.

بالاترین ســفیرا کِتِر )تاج( است که از آن حکمت و هوش جوانه 
می‌زند. ســفیرای چهارم حِسِــد )محبت( یا گِدولا )بزرگی( پنجم 
گِوورا )عدالت( ششم تیفِرت )زیبایی( هفتم نتِِصا )نصر( هشتم هود 

)حلال(، نهم سود )بنیاد( دهم مَلخوت )قلمرو( هستند.
اکنون باز هم بحث را همین‌جا رها می‌کنیم تا در شــماره بعد 
‌به‌ســراغ عرفان اســامی و نمادگرایی عددی قرون وسطایی برویم.

اما در این شماره می‌خواهم به معرفی عدد 2 بپردازم.
عــدد 2 بعد از عدد 1 دوگانگی را برایمان تداعی می‌کند. جالب 
است توازن )ترازو(، سکون تعادل )الاکلنگ( قطب‌های مثبت و منفی 

و … همگی عدد 2 را ظاهر هرمی سازند.
یک، مظهر نقطه بود و »دو« نمایانگر طول، دو اولین عددی که 
از وحدت دوری می‌کند. جالب اســت دوری کردن از یکتایی شروع 
انحراف و گناه است دو هم از یکی بودن دوری می‌کند نماد انحراف 

‌از خیر و منشــا نفاق است، دو نشــان‌دهنده همة دو نیمگی‌هاست،
از طرف دو می‌تواند نمادی برای رقابت باشد و مایه رحمت، اگر ابرها 
دو تا نباشند )منیت و منفی( باران نخواهد بارید. اگر تفاوت‌ها نباشد 

زندگی زیبا نیست اگر دو پا نباشد راه رفتن دشوار است.
جالب است دو نیمه شدن نشانه ضعف است و دو برابر شدن نماد 

قدرت )این ویژگی بر همه اعداد طبیعی جر یک قابل بیان است( 
یونانیان باســتان دو را نمــاد مبدا »زنانگــی« و »مادر بودن« 
‌نســبت می‌دادند چون مخالف یکتایی بود آنرا عدد شیطان نامیدند.
‌افلاطون می‌گوید: »دو رقمی اســت بدون معنــا و دال بر ارتباطی

که به‌وجود آورندة عامل سوم است«
در کیمیاگری دو معنای »امتداد، ماه 
و خورشید، شاه و شاه‌بانو، گوگرد در جیوه 
که در ابتدا ضد هم هستند و سرانجام واحد 

می‌شوند« را دارد.
جهان  خداوند  می‌گوینــد  یهودیــان 
‌را بــر پایه دو قــرار داده اســت. مصریان
در داستان‌هـای کـهن آورده‌اند که هوروس 
 )Haroeis( وجــه دارد یکی هاروئیس دو‌
نامی که هوروس به آن خوانده می‌شــد و 
دیگری هارپوکراش )Harpokrates( به 
شکل کودکی که انگشت خود را می‌مکد. 
در اساطیر هند، آگنی )خدای آتش( 

دو وجهی است که یکی دلپسند و دیگر وحشتناک.
در ایران باســتان عدد دو مبارزه اهورا مــزدا و اهریمن نمایان 
شــده آنان نبرد شب و روز را دارند که شــب زمینی و روز آسمانی 
است. ژاپنی‌ها معتقدند که ایزانامی و انراناگی ازدواج کردند و ژاپن و 

خدایان آن‌ها به‌وجود آمدند.
در آفریقا آدم‌هـا در سایـه زنـدگی و مرگ، نیکی و بـدی و … 
زندگی می‌کنند کهن‌ترین و پر راز و رمـزترین نمـاد جهـان، تصویر 
دو‌مار به‌هم پیچیده دور چوبی قائم است که باستانی و جهانی است.
در نرد مســیحیان طیب نماد دو است. »1 و ـ « همان »زمین و 
آســمان« در یکی از تندیس‌های تخت جمشید دو ابوالهول از کوی 

بال‌دار محافظت می‌کنند. 
پیامبر اکرم )ص( می‌فرمود: » اخِْتِلافُ امَُّّتى رَحمَه«.

فعلًا خداحافظی می‌کنم تا شماره بعد ... ، یا علی ...

)11(

اعداد



42

آموزشی
  اکرم قابل رحمت

 معرفی مثلث
در رأس و روی اضلاع این مثلث عدد 1 قرار گرفته است.

51 1010 5 1

1

1 1

31

1 1

3 1

2

41 46 1

و عددهای هر ســطر مجموع دو عددی است که در بالا و سمت 
چپ راست آن قرار دارند، مثلًا:   

این اعداد را می‌توان با روش گفته شده ادامه دهید.

 کاربرد:
مهم‌ترین کاربرد این مثلث محاســبه ضرایب بسط دو جمله‌ای 

نیوتن است.
	

 
	

که مربع‌های کنار هر جمله ضرایب هستند که اعداد آن از طریق 
مثلث خیام و ترکیبات به‌دست می‌آید.

 

51 1010 5 1

1
1 1

31
1 1

3 1
2

41 46 1

(a+b)0= 1
(a+b)1 =1 a + 1 b
(a+b)2=1 a‌2+ 2ab + 1 b2

(a+b)3=1 a‌3+ 3a2b + 3ab2+1 b3

(a+b)4 =1 a‌4+ 4a3b + 6a2b2+4ab3+1 b4

(a+b)5 =1 a‌5+ 5a4b + 10a3b3+10a2b3+ 
5ab4+ 1 b5

  ادامه دارد   ادامه دارد 

 مقدمه:   مثلث »خیام ـ پاسکال« توسط دانشمندان گوناکونی از هند و ایران و چین و غیره و بعدها در اروپا بررسی شده است 
و در زبان‌های گوناگون، نام‌های مختلفی دارد در زبان انگلیســی »مثلث پاسکال« ایتالیایی »مثلث تارتالیا« و در زبان فارسی 

مثلث خیام گفته می‌شود. 
 مثلث خیام1، مثلث پاسکال2، مثلث تارتالیا3 یا مثلث خیام ـ پاسکال 

بـه آرایـش مثلثی شـکل ضـرایب بسط دوجـمله‌ای گفـته می‌شـود.                                                      
در کتاب‌های درسی از این مثلث نام برده شده، لذا در این مقاله، این آرایه از اعداد و شگفتی‌های جالب آن را ارائه می‌کنم 

که امیدوارم برای شما مفید و جذاب باشد.

)12(

 مثلث 
خیام ـ پاسکال
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برای به‌دســت آوردن ضرایب از طریق مثلث برای توان‌های بالا، 
کمی طولانی است زیرا باید اعداد مثلث را ادامه داد.

‌ایـن ضرایـب را می‌تـوان از رابـطه تـرکیب نیز بـه‌دست آورد کـه
به‌شرح زیر می‌باشد.

به‌طور‌کلی ضریب جمله kام از رابطه  به‌دســت می‌آید 

که در آن:          

                  

 	

	
	

 جذابیت‌ها )شگفتی‌های( مثلث:
این مثلث به ظاهر ساده خواص بسیار جالب و حتی بدون اغراق 

شگفت‌انگیزی دارد که به آن‌ها می‌پردازیم.

 خواص قطری: 

 

 

1

1

10 10

3

5

1

1

4

15

1

1

61

4

15

1

1

3

5

1

1

6

20

2

1

6 1

ر4
قط

ر‌3
قطر‌3قط

قطر‌4

ر‌2
قط

قطر‌2

1( اعداد روی دو ضلع کناری )قطرهای اول( همگی یک هستند.

2( اعداد روی قطر دوم اعداد طبیعی را تشکیل می‌دهند. 
 	

3( اعداد روی قطر سوم اعداد مثلثی را تشکیل می‌دهند. 
 	

(1) (3) (6) (10)

4( اعداد روی قطر چهارم اعداد تترائدرال )Tetrabedral( یا 
هرم مثلث القاعده را می‌سازند . . . 

 

 (1) (4) (10) (20)

5( مجموع اعداد قطری دنباله معروف فیبوناچی را می‌سازد.

در دنباله فیبوناچی  و هر جمله از جمع دو جمله 
قبلی به‌دست می‌آید.

 

1
1

6 15 20 15 6
1 5 10 10 5 1

1 2 1

1 4 6 4 1

1 1

1 3 3 1

1

1
1

2
3

5
8

13
21
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 خواص سطری: 

 

1

1

10 10

3

5

1

1

4

15

1

1

61

4

15

1

1

3

5

1

1

6

20

2

1

6 1

1. اعداد هر سطر از دو طرف مثل هم است.
2. مجموع اعداد هر سطر از مثلث، یکی از توان‌های دو است.

ادامه دارد

3. اگر اعداد هر سطر را کنار هم بنویسیم توان‌های 11 به‌دست 
می‌آید. )در هر سطر عدد را بسط دهدهی ببینید(

* همان‌طور که مشاهده می‌کنید برای محاسبه  کافی است 
اعداد سطر  مثلث را کنار هم بنویسید و بسط دهدهی 

دهید.
یکی از مطالب جالب در این مثلث فراکتالی اســت که به مثلث 
 )Faractal( سرپینسکی معروف است [برخال یا فراکتال یا فرکتال

ساختاری است که هر جزء آن با کل آن متشابه است]‌4
مثلث سرپینســکیSier pinski Traiangle( 5( فراکتالی 
است که تشکیل می‌شــود، تکرارها را باید بارها و بارها انجام دهیم، 
شکل‌های زیر، چهار مرحله اول ساخت این مثلث را نشان می‌دهد.

11

11

2

1

1

1

1

2

1

11 2
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اندیشه
تفریح

شما هم می‌توانید خودتان این فراکتال را رسم کنید.
یکی از مسائلی که مورد توجه ریاضی‌دانان بوده استفاده از مثلث 

در محاسبه مسائلی است که دو نمونه از آن در زیر آمده است.
1. در یک خانواده 5 فرزندی پیشــامد آن که خانواده از 3 دختر 

و 2 پسر تشکیل شده باشد، چقدر است؟

 
دختر پسر

	

جمع ضرایب    

ضریب   :   	
 	

 2. از بـین 12 نـفر تیـم 5 نـفره بسکتبـال انتخـاب می‌کنیـم 
چندگروه 5 نفره می‌توان انتخاب کرد؟

	

	  792 : ج
***

امیدوارم این مقاله مورد توجه شما دانش‌آموزان عزیز قرار گرفته 
باشــد البته باز هم جای بحث دارد که در آینده چه چیزهایی از این 

مثلث به‌دست می‌آید شما هم فکر کنید.

 پی‌نوشت‌ها‌ ........................................................................................
1. خیام دانشمند ایرانی متولد )517-440 قمری(

2. پاسکال دانشمند فرانسوی متولد )1662-1623 میلادی(
3. نیکولوفونتا نا تارتالیا دانشمند ایتالیایی )1557-1500 میلادی(

4. در شماره بعدی مجله مطالبی در رابطه با فراکتال‌ها ارائه خواهیم داد.
5. رالتراف سرپینیسکی ریاضی‌دان لهستانی )1882-1969(

۝منابع .............................................................................................

1. بهبودیان، جواد )1384( مثلث خیام ـ پاسکال ـ تهران ـ دانشگاه صنعتی شریف 
مؤسسه انتشارات علمی

2. جعفری، سیامک )1386( مثلث خیام، هندسه فراکتال ـ تهران ـ جهاددانشگاهی 
واحد صنعتی امیرکبیر

3- http://faradans.org 

پس از سال‌ها جنگ و نزاع ســخت در مورد حقوق 
برداشت آب در یک ده، مالکان دو گله‌داری L و K تصمیم 
به ساختن مخزن آبی با پمپ گرفتند، که به هر دو قسمت 
آب برســاند، و در مورد جمیع جزئیات کار به اســتثنای 
مهم‌ترین آن‌ها، یعنی محل مخزن، دوستانه موافقت کردند.
K، که از ریاضیات اطلاع چندانی نداشت و انجام امور 
را ســاده در نظر می‌گرفت، گفت: ببین L، گله‌داری تو در 
سه مایلی جنوب رودخانه است. مال من در پایین رودخانه 
به فاصلة شانزده مایل از گله‌داری تو و در فاصلة نه مایلی 
جنوب رودخانه است، که به طرف مشرق بین زمین‌های ما 
جاری است، بیا پمپ را در نقطه‌ای از ساحل رودخانه قرار 
دهیم که فاصلة آن از هر دو گله‌داری یکی باشــد. در این 
صورت به آسانی می‌شود محاسبه کرد که هزینة آبرسانی 

برای هردومان برابر می‌‌شود.
L گفت: راه ارزانتری هم موجود است. محلی در امتداد 
ساحل وجود دارد که در صورتی که پمپ را در آنجا نصب 
کنیم، کل طول مســیر به هر دو گله‌داری کمتر از هر جای 
دیگر می‌شود. اگر هزینة هر دو مسیر را به تساوی متقبل 

شویم هر دو پول کمتری پرداخت خواهیم کرد.
K جواب داد: بسیار خوب، اما این محل کجاست؟

L پاســخ داد: کمی وقت بده تا محاسبه کنم، در حال 
حاضر نیاز به یادآوری بعضی مطالب ریاضیات عالی دارم.

روز بعد با هم ملاقات کردند و L اقرار کرد که قادر به 
حل مسأله نشده است. وی گفت: بیا نقشة تو را اجرا کنیم. 

می‌توانم آن را محاسبه کنم.
K گفت: اصلاً و ابداً. نقشة تو بهتر از نقشة من است و 
من می‌توانم بدون کمک گرفتن از ریاضیات عالی تو جای 

پمپ را مشخص کنم.
K چگونه مسأله را حل کرد؟

کوتاه‌ترین فاصله

 جواب:   گله‌داری تصوری K را در 18 مایلی شمال گله‌داری حقیقی 
او قرار می‌دهیم، در این صورت ساحل جنوبی رودخانه از وسط آن‌ها 
می‌گذرد. توجه داشته باشید که مخزن مزبور بی‌توجه به قرر گرفتن 
محل آن در امتداد ساحل جنوبی از گله‌داری حقیقی و تصوری 
K دقیقاً به یک فاصله است. به این ترتیب، کل فاصلة گله‌داری 
L از مخزن و هر یک از دو گله‌داری حقیقی و تصوری K یکسان 
است. از آنجا که کوتاه‌ترین فاصلة L از گله‌داری تصوری K خط 
راست رسم شده بین آن‌هاست، مخزن را در محلی قرار می‌دهیم.
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تاریخ  و فلسفه ریاضی
 میرشهرام صدر

نحوه آشــنایی من با ایشــان در دفتر انتشارات کمک آموزشی 
سازمان پژوهش و برنامه‌ریزی درسی بود. ایشان مدیر داخلی مجله 
رشد آموزشی زیست‌شناسی و بنده مدیر داخلی مجلة ریاضی رشد 
برهان متوسطه دوم بودم. ایشان بسیار دغدغه آموزش برای جوانان 
و نوجوانان را داشت و در این راه شبانه‌روز تلاش می‌کرد. یادم هست 
که در اواســط دهه 80، ایشــان مســئول مرکز مطالعات راهبردی 

حسن سالاری، 
متولد 1355 در شــهر 

جاجرم استان خراسان شمالی، 
مترجم، نویســنده، ویراســتار علمی، 

پژوهشــگر در زمینة آموزش و پــرورش بود. 
تحصیلات مقدماتی را تا اخذ دیپلم در جاجرم گذراند و 

در سال 1373 در رشتة گیاه‌شناسی دانشگاه بوعلی سینا همدان 
پذیرفته شد. حضور او در دانشگاه و آشنایی با استادان برجسته‌ای مانند 

دکتر مرتضی عطری، تا حدودی مسیر زندگی او را تغییر داد.
دکتر عطری که شــور واشتیاق وی را در مسائل علمی مشاهده کرده بود، به او توصیه 

کرد که برای آشنایی با جدیدترین دســتاوردهای علمی بشر، حتماً زبان انگلیسی را به‌طور کامل 
بیامــوزد و آموختن زبان دریچه‌ای از دانش روز را به روی وی گشــود. با تلاش فــراوان از فضای مجازی و 

سایت‌های معتبر علمی جدیدترین نتایج علوم را گاهی با نرم‌افزارهای خاص یک‌جا محتوی سایت را دریافت می‌کرد 
تا با کمترین هزینه آن‌ها را سر فرصت بررسی کند. ایشان در سال 1380 با رتبه 2 در مقطع کارشناسی ارشد رشتة بیوشیمی 

پزشکی دانشگاه تهران پذیرفته و در سال 1382 از آن‌جا فارغ‌التحصیل شد.
همزمان با تحصیل در مقطع کارشناســی ارشد با مجلات رشد آموزش و پرورش همکاری می کرد و چند سال مدیر داخلی مجله رشد 
آموزش زیست‌شناســی بود. به ترویج علم و معرفی نام‌آوران ایرانی بسیار علاقه‌مند بود و همواره سعی می‌کرد که تألیفات خود را به زبان 
ساده و روان برای نوجوانان و جوانان عرضه کند. به همین دلیل کتاب‌های او بارها برنده جوایز متعدد شده بود که از جملة آن‌ها می‌توان به 
سه‌بار دریافت جایزه کتاب سال، ســه بار جایزه کتاب فصل و دوبار جشنواره کتاب‌های آموزشی رشد وزارت آموزش و پروش و جایزه قلم 

پرنده کانون پرورش فکری کودکان و نوجوانان را در سال 1398 از آن خود کرد.
از بین تألیفات ایشان می‌توان به کتاب‌های آموزش علوم و تاریخ علم اشاره کرد و مجموعه دوجلدی فرهنگ‌نامه طلایی کلید دانش از 
نشر طلایی زیر نظر ایشان تهیه و تدوین شد. در نشریات و روزنامه‌های بیش از 300 مقاله نوشت و به جهت در دسترس قرار گرفتن محتوی 
 آموزشی مناسب برای نوجوانان و جوانان، پایگاه اینترنتی »جزیره دانش« را راه‌اندازی کرد و در اولین سال شروع به‌کار از طرف وزارت مخابرات؛

رتبه برتر سایت‌های آموزشی را دریافت کرد.
سالاری پاک و بی‌تکبّر بود، سادگی و ساده‌زیستی ایشــان واقعاً عجیب بود، بسیاری از وقت‌ها شب‌ها با خوردن نان و ماست در اداره 

کارش را تا پاسی از شب پیگیری می‌کرد.
سرانجام در 19 دی‌ماه سال 1398 وقتی قصد عزیمت به زادگاه خود را داشت، در اثر سانحة واژگونی اتوبوس دارفانی را خیلی زودتر از 
آن چیزی که می‌توان تصور کرد، وداع گفت. از ایشــان یک فرزند دختر به نام صبا که هم‌اکنون در رشتة کارشناسی علوم ورزشی تحصیل 
می‌کند و یک فرزند پسر به نام شایان که در مقطع پنجم دبستان تحصیل می‌کند به یادگار مانده است، البته همسر محترمشان همواره در 

طول این سال‌ها یار و مشوق اصلی برایشان بود، یادش گرامی باد.

دفتر انتشــارات کمک آموزشی بود و به پژوهش پیرامون مجله‌های 
آموزشی جهان می‌پرداخت، هر‌چند که مسئولان وقت دفتر انتشارات 
کمک آموزشی، نتوانستند از اطلاعات و نقطه نظرات ایشان در جهت 
نگارش منشور مجلات رشد بهره کافی را ببرند ولی سالاری بی‌وقفه 

و شبانه‌روز مشغول پژوهش، مطالعه و تألیف بود.
‌بعد از گذشــت چند سال دوســتی و همکاری با ایشان، در اواخر 

)7(
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‌دهة‌80؛ بنابه درخواســت آقای وحید عالمیان مســئول گروه ریاضی 
‌دفتر تألیف کتب درسی، قرار شد که اینجانب و آقایان حمیدرضا امیری و
‌رضا جلیلی کتاب ریاضی 3 رشــتة علوم تجربــی را مورد تجدیدنظر
‌قــرار دهیــم و بخش‌هایی را به آن کتاب اضافــه نماییم تا این کتاب
با کتاب‌های جدید التألیف ریاضی 1 و 2 آن زمان همسو شود، تغییرات 
فصل دوم کتاب یعنی تابع به بنده ســپرده شد، چون این کتاب برای 
دانش‌آموزان رشــتة تجربی بود، ســعی بر آن داشتم که از مثال‌های 
کاربردی تابع در علوم تجربی استفاده نمایم به همین منظور مثال‌های 
زیر را با کلی مطالعه در حوزه سلامت و بهداشت پیدا کردم و در قسمت 
ضابطــة تابع قرار دادم و تمام تلاش خود را به‌کار گرفتم که مثال‌های 

انتخابی مطابق با اطلاعات و یافته‌های دانش‌آموزان این دوره باشد.

 1 مثال 
اگر یک سنگ ریزه از بالای برجی به طرف پایین رها شود و شتاب 
این صورت فاصلة پیموده شدة   باشد، در  ‌جاذبه زمین 

d از موقع رها شدن پس از t ثانیه، از رابطة زیر به‌دست می‌آید: 
 
t تابع‌ای از d همان‌طور که ملاحظه می‌کنید فاصلة پیموده شده‌
  است که  زمان رسیدن سنگ ریزه  است. دامنه این تابع بازه 

به زمین است.

 2 مثال 
انرژی پایه در بدن به مقدار انرژی گفته می‌شود که برای تأمین 
ســوخت دســتگاه‌های غیرارادی درون بدن مانند قلب، ریه، کلیه، 
دســتگاه گوارش، دستگاه تنفس، غدد درون‌ریز و مانند این استفاده 

می‌شود.
به‌طور معمــول  از انرژی دریافتی بدن از غذاها، صرف تأمین 
فعالیت‌های پایه و  دیگر برای تأمین سوخت فعالیت‌های فیزیکی 
روزانه اســت. برای مثال، مقدار کالری لازم برای یک کارمند در یک 

شبانه‌روز از رابطة زیر محاسبه می‌شود: 
30 × وزن بدن برحسب کیلوگرم = مقدار انرژی لازم برای بدن
چنان‌چه وزن کارمندی 80 کیلوگرم باشــد، برای تأمین انرژی 
مورد نیاز خود به  کالری در یک شبانه‌روز احتیاج 
دارد. بنابراین اگر این شــخص روزانه بیش از 2400 کالری دریافت 
کنــد، آن‌گاه دچار اضافه وزن شــده و اگر کمتــر از 2400 کالری 
دریافت کند، سبب کاهش وزن می‌شود. ولی اگر همان 2400 کالری 

را دریافت کند وزن او ثابت باقی می‌ماند.

با توجه به فرمولِ مقدار انرژی لازم برای بدن، ملاحظه می‌کنیم 
که مقدار این انرژی تابعی از وزن انســان اســت. هر چه وزن بیشتر 
باشد، مقدار انرژی مصرفی لازم برای بدن بیشتر و هر چه وزن کمتر 
باشــد، مقدار انرژی مصرفی لازم برای بدن نیز کمتر می‌شود، دامنه 
  اســت که  کمترین وزن انســان‌ها و   این تابع بازه 

بیشترین وزن انسان‌ها است.

 3 مثال 
یکی از روش‌های مرســوم سنجش وزن ایده‌آل افراد، استفاده از 
شاخص توده بدنی با MBI1  است که از رابطة زیر محاسبه می‌شود:

 
BMI =

وزن بدن برحسب کیلوگرم
مجذور طول قد برحسب متر

پس از محاسبة MBI یکی از حالت‌های زیر برای هر فرد اتفاق 
می‌افتد.

 شخص لاغر است و کمبود وزن دارد.          

 شخص وزن طبیعی دارد و در محدوده        

سلامت وزنی است.
 شخص اضافه وزن دارد.                   

 شخص چاق و وضعیت بحرانی دارد.           

با این روش، وضعیت وزنی هر فردی مشخص می‌شود و افرادی 
کــه اضافه وزن دارند، بــا یک رژیم مناســب می‌توانند به محدوده 

سلامت وزن برسند. اما وزن ایده‌آل چیست؟
در پاسخ به این ســؤال باید بگوییم که وزن ایده‌آل با سن شما 
رابطه مستقیم دارد، زیرا با افزایش سن به‌طور طبیعی میزان چربی 
ذخیره‌ای بدن بالا می‌رود و BMI افزایش می‌یابد. به همین جهت 
متخصصان علوم تغذیه به کمک جدول ســن، BMI مناسب گروه 

سنی افراد مختلف را به‌صورت زیر تعیین می‌کنند.

BMIگروه سنی

2219-24

2325-34

2435-44

2545-54

2655-64

65 به بالا27
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پس از یافتن BMI مناســب با گروه سنی هر فرد، وزن ایده‌آل 
طبق فرمول زیر محاسبه می‌شود:

مجذور قد برحسب متر × BMI = وزن ایده‌آل برحسب کیلوگرم

اکنون که وزن ایده‌آل خود را دانستید، معلوم می‌شود که چه‌قدر 
اضافه وزن یا چه‌قدر کمبود وزن دارید.

با دقت در فرمول وزن ایده‌آل درمی‌یابیم که وزن ایده‌آل تابعی 
از طول قد هر فرد است، هم‌چنین چون وزن ایده‌آل از حاصل‌ضرب  
BMI در مجذور قد برحسب متر به‌دست می‌آید، مشخص می‌شود 
کــه وزن ایده‌آل تابعــی از BMI و در نتیجه گروه ســنی هر فرد 
می‌شود. در این فرمول طول قد و BMI متغیرهایی مستقل و وزن 

ایده‌ال متغیری وابسته به آن‌ها است.
تغییــرات و تصحیح فصل دوم کتاب را انجام دادم تا به موضوع 
ترکیب دو تابع حقیقی رسیدم. در این قسمت هم سعی بر آن داشتم 
‌کــه این موضوع را با یک مثال کاربردی در علوم تجربی آغاز نمایم.
اما هر چه جســتجو کردم، نتوانستم که چنین مثالی را پیدا کنیم. 
ذهنم درگیر این موضــوع و یافتن مثالی در حوزة علوم تجربی بود 
تا این‌که یک روز موضوع را با زنده یاد حســن سالاری مطرح کردم. 
ایشان متخصص علم زیست‌شناسی بود. ابتدا از نظر ریاضی، ترکیب 
دو تابع را کامل برایش تشریح کردم و مثال‌هایی برای روشن‌تر شدن 
موضوع آوردم و ســپس از ایشان خواستم که مدلی برای ترکیب دو 
تابع در زیست‌شناسی یا مکانیسم بدن انسان پیدا کند به‌طوری که 

برای دانش‌آموزان این دوره قابل ارائه باشد.
چند روز بعد؛ ایشــان مدلی را برایم تشریح کرد که باعث 
‌رشــد استخوان می‌شــود و گفت با این مدل می‌توان ترکیب 
دو تابــع را بیان کــرد. آنچه در زیر ملاحظــه می‌کنید، نتیجه 
پژوهش‌ها و بحث‌هایی است که در این زمینه با ایشان داشتم و در 
کتاب درسی ریاضی 3 سال سوم آموزش متوسطه نگارش کردم. 
این کتاب درسی، بین سال‌های 1389 تا 1395 به چاپ می‌رسید.

 ترکیب دو تابع حقیقی
هیپوتالاموس بخشی از مغز است که تنظیم محیط درون بدن را 
انجام می‌دهد. اگر گرسنه یا تشنه می‌شویم یا دمای بدنمان افزایش یا 
کاهش می‌یابد، همگی با فرماندهی هیپوتالاموس انجام می‌شود، برای 
مثــال هیپوتالاموس با تأثیر از عوامل محیطی و شــرایط درون بدن، 
ملکولی به نام »هورمون آزادکننده هورمون رشــد« را به درون خون 
ترشح می‌کند. پس از رسیدن این ملکول به غدة هیپوفیز که به‌سطح 
زیرین مغز چسبیده است، غده هیپوفیز به آزادسازی هورمون رشد در 

خون می‌پردازد. هورمون رشد از راه خون به بافت استخوان می‌رسد و 
بر سلول‌های آن اثر می‌گذارد و باعث رشد استخوان می‌شود.

بنابراین رشد استخوان تابعی از »هورمون رشد« و هورمون رشد 
تابعی از »هورمون آزادکننده هورمون رشــد« است، در نتیجه رشد 
اســتخوان از ترکیب این دو تابع به‌دســت می‌آید. چنان‌چه تابع را 
به‌عنوان یک ماشــین در نظر بگیریم کار هیپوتالاموس و هیپوفیز را 

می‌توان به صورت زیر نشان داد: 

 
هیپوتالاموس

هیپوفیز

‌اکـنون اگـر عـمل هـیپوتـالامـوس
بر عوامل محیطی و شرایط درون بدن را 
با f و عمل غدة هیپوفیز را با g نمایش 
دهیم، ترکیب دو تابع f و g را به‌صورت 

به‌رو خواهیم داشت:  رو

هیپوتالاموس

هیپوفیز

f

g

هورمون آزادکننده

هورمون رشد
x

f (x)

g (f (x))

عوامل محیطی

 پی‌نوشت‌ ......................
1. Bady Mass Index






